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O�WIADCZENIE

Ja, ni»ej podpisany Bartosz Naskr¦cki student Wydziaªu Matematyki i
Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu o±wiadczam, »e
przedkªadan¡ prac¦ dyplomow¡ pt: O pewnym równaniu diofantycznym,
napisaªem samodzielnie. Oznacza to, »e przy pisaniu pracy, poza niezb¦dnymi
konsultacjami, nie korzystaªem z pomocy innych osób, a w szczególno±ci nie
zlecaªem opracowania rozprawy lub jej cz¦±ci innym osobom, ani nie odpisy-
waªem tej rozprawy lub jej cz¦±ci od innych osób.

O±wiadczam równie», »e egzemplarz pracy dyplomowej w formie wydruku
komputerowego jest zgodny z egzemplarzem pracy dyplomowej w formie elek-
tronicznej.

Jednocze±nie przyjmuj¦ do wiadomo±ci, »e gdyby powy»sze o±wiadczenie
okazaªo si¦ nieprawdziwe, decyzja o wydaniu mi dyplomu zostanie cofni¦ta.
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1
Wst¦p

Teoria liczb jest dziedzin¡ matematyki, która koncentruje si¦ wokóª znajdowa-
nia rozwi¡za« równa« w liczbach caªkowitych. Ju» od staro»ytno±ci, od czasów
Diofantosa i Arytmetyki jego autorstwa, wiemy, »e poszczególne równania nie
daj¡ si¦ rozwi¡zywa¢ w sposób jednolity. W zasadzie mo»na powiedzie¢, »e
ka»de równanie wielomianowe o wspóªczynnikach caªkowitych, zwane odt¡d
równaniem diofantycznym, wymaga zazwyczaj zupeªnie odr¦bnego algorytmu,
który pozwala znale¹¢ wszystkie rozwi¡zania caªkowite.

Celem tej pracy jest omówienie metod rozwi¡zywania równania

y2 = x3 +Ax+B, (1.1)

gdzie liczby A oraz B s¡ ustalonymi liczbami caªkowitymi. Ogólniej intereso-
wa¢ b¦dzie nas problem znajdowania rozwi¡za« wymiernych takiego równania
(przy zaªo»eniu, »e A,B ∈ Q). Przez wyrugowanie mianowników taki pro-
blem jest równowa»ny znajdowaniu rozwi¡za« caªkowitych pewnego równania
diofantycznego.

Pytanie o istnienie efektywnego algorytmu znajduj¡cego rozwi¡zania caª-
kowite b¡d¹ wymierne równania (1.1) ma swoje daleko id¡ce uogólnienie zwane
X problemem Hilberta:

Ustali¢ czy istnieje algorytm, który w sko«czonej liczbie kroków
potra� rozstrzygn¡¢ dla ka»dego równania diofantycznego okre±lo-
nego przez wielomian sko«czonej liczby zmiennych o wspóªczynni-
kach caªkowitych, czy istnieje jego rozwi¡zanie w liczbach caªkowi-
tych.

W szeregu prac M. Davis, H. Putnam i J. Robinson oraz ostatecznie Y. Ma-
tiyasevich pokazali, »e odpowied¹ na powy»sze pytanie jest w ogólno±ci nega-
tywna. Mimo to, w szczególnych przypadkach, tzn. gdy równanie diofantyczne
jest liniowe (wielomian zadaj¡cy to równanie jest liniowy) lub kwadratowe,
istniej¡ efektywne algorytmy, które pozwalaj¡ nie tylko stwierdzi¢ istnienie
rozwi¡za«, ale równie» poda¢ efektywny sposób ich znajdowania. Przypadek
równania (1.1) jest najprostszym, dla którego nie istnieje w peªni ogólny algo-
rytm rozstrzygaj¡cy istnienie rozwi¡za« caªkowitych.

Dziesi¡ty problem Hilberta nie jest rozstrzygni¦ty do dzi±, je±li wspóªczyn-
niki równania wielomianowego s¡ liczbami wymiernymi i poszukuje si¦ istnienia
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ROZDZIA� 1. WST�P 3

rozwi¡za« wymiernych. Tym bardziej istotne jest poszukiwanie metod rozwi¡-
zywania, np. równania (1.1) w liczbach wymiernych.

Mo»emy powiedzie¢ du»o wi¦cej o strukturze rozwi¡za« równania (1.1) je±li
wprowadzimy dodatkowe poj¦cia, które uka»¡ nam geometryczn¡ struktur¦
tych rozwi¡za«.

De�nicja 1.0.1 (Krzywa eliptyczna). Zbiór rozwi¡za« zespolonych równania:

y2 = x3 +Ax+B (1.2)

dla A,B ∈ Q nazywamy krzyw¡ eliptyczn¡ nad ciaªem Q o ile równanie
de�niuj¡ce krzyw¡ ma dobrze okre±lon¡ prost¡ styczn¡ w ka»dym punkcie tej
krzywej.

Zapisuj¡c równanie 1.1 w postaci rzutowej

E : y2z = x3 +Axz2 +Bz3,

gdzie trójki [x, y, z] oznaczaj¡ wspóªrz¦dne jednorodne (tzn. [x, y, z] ∼ [λx, λy, λz]
dla dowolnego λ ∈ K×). Otrzymujemy krzyw¡ rzutow¡, która ma dokªadnie
jeden punkt w niesko«czono±ci (tzn. dla z = 0). Dla z = 1 dostajemy z powro-
tem krzyw¡ eliptyczn¡ w sensie powy»szej de�nicji. Dla tak okre±lonej krzywej
rzutowej de�niujemy zbiór

E(C) = {[x, y, z] ∈ C3 | y2 = x3 +Ax+B} ∪ {[0, 1, 0]}.

Najbardziej interesuj¡ca b¦dzie dla nas struktura pozdbioru E(Q) ⊂ E(C),
który zawiera wszystkie rozwi¡zania równania (1.1) w liczbach wymiernych.

Zadziwiaj¡c¡ wªasno±ci¡ zbioru E(Q) jest fakt, »e posiada on struktur¦
grupy abelowej. Dziaªanie dodawania punktów pochodzi od znanej ju» Dio-
fantosowi metody siecznych (skutecznie wykorzystywanej równie» przez Fer-
mata). Maj¡c dane dwa punkty wymierne, ró»ne od punktu w niesko«czono±ci
P1, P2 ∈ E(Q) prowadzimy przez nie prost¡ o wspóªczynnikach wymiernych,
która przecina krzyw¡ E w trzecim punkcie, o wspóªrz¦dnych wymiernych. Tak
okre±lony punkt R b¦dzie elementem przeciwnym do punktu P1 +E P2. Ele-
mentem neutralnym dziaªania +E jest punkt w niesko«czono±ci O = [0, 1, 0].
Ponadto element przeciwny wyznacza si¦ w ten sposób, »e je±li dany jest punkt
Q = [x, y, 1], to przeciwny do niego −Q := [x,−y, 1]. Szczegóªowy opis prawa
dodawania (w pozostaªych przypadkach, gdy poszczególne punkty s¡ parami
równe) zostanie przedstawiony w Przykªadzie 4.2.31.

Pionierami bada« nad struktur¡ grupy E(Q) byli H. Poincaré i B. Levi.
Beppo Levi zdoªaª ustali¢ jak wygl¡da struktura punktów sko«czonego rz¦du
w grupie E(Q) dla ró»nych wyborów A oraz B, lecz mimo prawie kompletnej
listy takich grup, nie udowodniª klasy�kacji w peªnej ogólno±ci. Dopiero w 1977
B. Mazur podaª ostateczne rozwi¡zanie problemu.

Twierdzenie 1.0.2 (Mazur, 1977). Niech E b¦dzie krzyw¡ eliptyczn¡ nad Q.
Grupa wymiernych punktów torsyjnych na krzywej E jest jedn¡ z grup postaci:

Z/nZ

dla 1 ≤ n ≤ 10 albo n = 12, albo:

Z/2Z⊕ Z/2nZ

dla 1 ≤ n ≤ 4.
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Sformuªowana przez B. Leviego hipoteza, »e grupa E(Q) jest sko«czenie
generowana, zostaªa udowodniona w 1922 roku przez L. Mordella.

Twierdzenie 1.0.3 (Mordell, 1922). Niech E b¦dzie krzyw¡ eliptyczn¡ nad
ciaªem Q. Wówczas grupa punktów wymiernych E(Q) wraz z punktem w nie-
sko«czono±ci jest sko«czenie generowan¡ grup¡ abelow¡.

Znalezienie efektywnej metody obliczania generatorów grupy E(Q) staªo
si¦ centralnym tematem teorii krzywych eliptycznych. Do dzi± nie jest znane
ogólne rozwi¡zanie tego problemu. Aktualny rekord rangi grupy E(Q) wynosi
28 (patrz Przykªady: równanie (3.9)).

Istnienie efektywnego algorytmu wyznaczaj¡cego grup¦ punktów torsyj-
nych E(Q)tors gwarantuje nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 1.0.4 (Nagell,1935;Lutz,1937). Niech dana b¦dzie krzywa elip-
tyczna E : y2 = x3+Ax+B nad Q. Niech P = (x, y) b¦dzie punktem torsyjnym
niezerowym na krzywej E, tzn. P 6= O. Wówczas albo 2P = O, albo

y2 | 4A3 + 27B2.

Przykªad 1.0.5. Niech dana b¦dzie krzywa eliptyczna

E : y2 = x3 + 9.

Wówczas struktura grupy punktów wymiernych jest nast¦puj¡ca:

E(Q)tors = {(O, (0, 3), (0,−3)},

E(Q) = E(Q)tors ⊕ 〈(−2, 1)〉,

gdzie 〈(−2, 1)〉 jest podgrup¡ generowan¡ przez punkt niesko«czonego rz¦du
(−2, 1).

Uogólnienie Twierdzenia 1.0.3 zostaªo przeprowadzone przez A. Weila (These
de doctorat, 1928). Twierdzenie w ogólno±ci stosuje si¦ do rozmaito±ci abelo-
wych nad ciaªami liczbowymi.

De�nicja 1.0.6 (Rozmaito±¢ abelowa). Grup¦ algebraiczn¡ (patrz De�nicja
4.1.21) okre±lon¡ nad ciaªem k, która jest rozmaito±ci¡ rzutow¡, nazywamy
rozmaito±ci¡ abelowa zde�niowan¡ nad k.

Przypadek udowodniony przez Weila obejmowaª równie» szczególn¡ klas¦
rozmaito±ci abelowych - jakobiany krzywych algebraicznych. Posªu»ymy si¦
tutaj konstrukcj¡ jakobianu krzywej okre±lonej nad ciaªem liczb zespolonych
C.

Przykªad 1.0.7 (Konstrukcja jakobianu). Niech dana b¦dzie zwarta powierzch-
nia Riemanna X (równowa»nie gªadka algebraiczna krzywa rzutowa nad C ).
Przez H1(X,Z) b¦dziemy oznaczali pierwsz¡ grup¦ homologii powierzchni X.
Jest ona równa ilorazowi grupy wszystkich zamkni¦tych ªa«cuchów przez pod-
grup¦ brzegów (inaczej mo»na powiedzie¢, »e jest to po prostu abelianizacja
grupy podstawowej π1(X)). Zwarta powierzchnia Riemanna jest orientowalna,
wi¦c z klasy�kacji powierzchni zwartych dostajemy, »e jest homeomor�czna z
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sum¡ spójn¡ g torusów. W szczególno±ci grupa H1(X,Z) jest abelowa i wolna
rangi 2g. Przestrze« liniowa Ω1(X) holomor�cznych form ró»niczkowych na X
ma wymiar g. Okre±lamy homomor�zm

Φ : H1(X,Z)→ Cg

wzorem

Φ : γ 7→
(∫

γ
ω1, . . . ,

∫
γ
ωg

)
,

gdzie ωi tworz¡ baz¦ w Ω1(X). Obraz homomor�zmu Φ jest krat¡ w Cg (jako
podgrupa dyskretna).Zastosowanie twierdzenia Stokesa oraz fakt, »e wszystkie
1-formy holomor�czne na zwartej powierzchni Riemanna s¡ zamkni¦te gwaran-
tuje nam, »e odwzorowanie Φ jest poprawnie okre±lone.

Jakobianem zwartej powierzchni Riemanna X nazywamy wówczas grup¦
ilorazow¡

J(X) = Cg/Φ(H1(X,Z)),

która jest jednocze±nie zespolonym torsuem (topologicznie izomor�cznym z
(R/Z)2g).

Udowodnione przez S. Lefschetza twierdzenie orzeka, »e J(X) jest roz-
maito±ci¡ algebraiczn¡ rzutow¡ nad C. Ponadto indukowane z Cg dodawanie
wektorów czyni na mocy De�nicji 1.0.6 z J(X) rozmaito±¢ abelow¡.

Wybieraj¡c dowolnie ustalony punkt p0 ∈ X mo»emy zde�niowa¢ odwzo-
rowanie

Ψ : X → J(X)

Ψ(p) =

(∫ p

p0

ω1, . . . ,

∫ p

p0

ωg

)
,

gdzie wektor po prawej stronie jest klas¡ modulo Φ(H1(X,Z)). Odwzorowanie
Ψ przedªu»a si¦ liniowo do Ψ : Div(X)→ J(X). Grupa dywizorów Div(X) jest
grup¡ abelow¡ woln¡ rozpi¦t¡ na wszystkich punktach p ∈ X (patrz De�nicja
4.2.1). Twierdzenie Abela-Jacobiego orzeka, »e obci¦cie Ψ do grupy dywizorów
stopnia zero Div0(X) ma j¡dro b¦d¡ce dywizorami funkcji meromor�cznych
DPrinc(X). Otrzymujemy w ten sposób izomor�zm grup

Pic0(X) = Div0(X)/DPrinc(X) ∼= J(X).

Dzi¦ki temu elementy rozmaito±ci abelowej J(X) mo»emy uto»samia¢ z for-
malnymi sumami punktów z Pic0(X).

Dla wy»ej zde�niowanych rozmaito±ci abelowych w Rozdziale 2 udowod-
nimy nast¦puj¡c¡ ogóln¡ posta¢ twierdzenia o randze.

Twierdzenie 1.0.8 (Mordell-Weil). Niech A b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡ okre-
±lon¡ nad ciaªem liczbowym K. Wówczas grupa punktów K-wymiernych A(K)
rozmaito±ci A jest sko«czenie generowan¡ grup¡ abelow¡.

Przykªad 1.0.9 (Schaefer,1995). Niech C b¦dzie gªadk¡ krzyw¡ rzutow¡, któ-
rej cz¦±¢ a�niczna zadana jest równaniem

y2 = x(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)(x− 7)(x− 10).
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Grupa punktów Q-wymiernych jakobianu krzywej C jest postaci

J(C)(Q) ∼= (Z/2Z)6 ⊕ Z2

i cz¦±¢ wolna jest generowana przez niezale»ne liniowo punkty (reprezentowane
przez klasy dywizorów) (1, 36)−(∞) oraz (6, 24)−(∞). Punkt∞ reprezentuje
jedyny punkt w niesko«czono±ci na krzywej C.

Obliczanie rangi dla rozmaito±ci abelowych, w szczególno±ci dla krzywych
eliptycznych stanowi skomplikowane zadanie, które jest zarówno zªo»one ob-
liczeniowo jak i teoretycznie. Podej±cie naiwne, polegaj¡ce na wyczerpuj¡cym
poszukiwaniu punktów (przy zadanym równaniu lub ukªadzie równa« de�niu-
j¡cych rozmaito±¢) wymiernych ma sens tylko dla punktów o bardzo maªej
wysoko±ci (skomplikowaniu licznika i mianownika wspóªrz¦dnych punktów).
Dowód twierdzenia Mordella-Weila nie wskazuje efektywnej metody znajdo-
wania rangi.

Arytmetyczny niezmiennik rozmaito±ci abelowych jakim jest ranga ich grupy
punktów wymiernych jest powi¡zana w do±¢ nieoczekiwany sposób z wªasno-
±ciami pewnego szeregu Dirichleta L(A, s) =

∑∞
n=1

an
ns stowarzyszonego z roz-

maito±ci¡ abelow¡ A (nazywanego L-funkcj¡ rozmaito±ci abelowej A). Zazwy-
czaj szereg taki jest zbie»ny w pewnym punkcie absolutnie, a przez to równie»
w pewnej póªpªaszczy¹nie. Dla krzywych eliptycznych E zostaªo udowodnione
przez A. Wilesa w 1994 roku, »e szereg L(E, s) przedªu»a si¦ do funkcji anali-
tycznej na caªej pªaszczy¹nie zespolonej.

Ponadto B. Birch i P. Swinnerton-Dyer sformuªowali hipotez¦ (problem
millenijny), która orzeka, »e je±li istnieje przedªu»enie analityczne L-funkcji
stowarzyszonej z krzyw¡ eliptyczn¡ E okre±lon¡ nad Q do otoczenia s = 1, to
zachodzi nast¦puj¡ca równo±¢:

ords=1L(E, s) = ranga(E(Q)).

Ponadto równo±¢ mo»na uogólni¢ do przypadku, gdy dana jest dowolna roz-
maito±¢ abelowa nad Q (patrz Hipoteza 2.5.6).

Godne uwagi wydaj¡ si¦ metody, w których konstruuje si¦ jawnie rodziny
rozmaito±ci abelowych (zazwyczaj krzywych eliptycznych), które posiadaj¡ z
góry okre±lone punkty wymierne niesko«czonego rz¦du. Dowód metodami geo-
metrycznymi liniowej niezale»no±ci wybranych punktów wymiernych jest wów-
czas centraln¡ cz¦±ci¡ twierdzenia. W Rozdziale 3 zaprezentujemy szereg me-
tod szukania rangi krzywych eliptycznych, w szczególno±ci dla pewnej rodziny
skonstruowanej przez autora.

Twierdzenie 1.0.10 ([Nas10]). Niech dana b¦dzie krzywa eliptyczna nad Q
postaci:

E(u2−u−3) : y2 + (u2 − u− 3)xy = x3 + (u2 − u− 3)x2 − x+ 1.

Istnieje niesko«czony podzbiór S ⊂ Q taki, »e je±li u ∈ S, to grupa Mordella-
Weila punktów wymiernych E(u2−u−3)(Q) zawiera podgrup¦ rangi 4 rozpi¦t¡
przez punkty:

(0, 1), (1, 1), (u, u+ 1),

(
1

9
,

1

54
(9 + 3u− 3u2 + v)

)
,
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gdzie punkt (u, v) le»y na krzywej:

2569 + 18u− 9u2 − 18u3 + 9u4 = v2.

Istnieje przeksztaªcenie biwymierne powy»szej krzywej do postaci:

y2
0 = x3

0 − 92835x0 + 1389150.

Grupa punktów Q-wymiernych powy»szej krzywej ma rang¦ 2. Ponadto dla
u1, u2 ∈ S, u1 6= u2 krzywe E(u21−u1−3) i E(u22−u2−3) nie s¡ ze sob¡ izomor�czne

nad Q.

Dowód opiera si¦ na zastosowaniu Twierdzenia 3.2.3. Skonstruowana ro-
dzina stanowi te» przykªad, odpowiadaj¡cy na pytanie postawione w pracy
[BM02] o istnienie rodziny krzywych eliptycznych nad Q rangi co najmniej 4,
takich, »e niezale»no±¢ liniowa punktów niesko«czonego rz¦du dana jest pew-
nym warunkiem algebraicznym (patrz Lemat 3.2.6).

Przegl¡d pracy

W Rozdziale 2 b¦dziemy szczegóªowo rozwa»a¢ poj¦cie wysoko±ci punktów na
rozmaito±ciach algebraicznych (Podrozdziaª 2.1). Konstrukcja wysoko±ci sto-
warzyszonej z dowolnym dywizorem na rozmaito±ci jest przedstawiona w do-
wodzie Twierdzenia 2.1.18. Specjalizujemy nast¦pnie ogóln¡ sytuacj¦ do przy-
padku rozmaito±ci abelowych. Kluczow¡ wªasno±ci¡ dla dowodu Twierdzenia
Mordella-Weila jest zwi¡zek wysoko±ci na rozmaito±ciach abelowych z dziaªa-
niem grupowym (patrz Wniosek 2.1.19). Prowadzi to do konstrukcji wysoko±ci
kanonicznej, która jest funkcj¡ o szczególnie po»¡danych wªasno±ciach (patrz
Twierdzenie 2.1.23). Istnienie wysoko±ci kanonicznej dla rozmaito±ci abelowej
pozwala skonstruowa¢ iloczynem skalarny w przestrzeni liniowej
A(K)⊗ZR dla K - ciaªa liczbowego (Twierdzenie 2.1.31). W konsekwencji wy-
soko±¢ kanoniczna jest dodatnio okre±lon¡ form¡ kwadratow¡ na przestrzeni
A(K) ⊗Z R, która ze zde�niowanym na niej iloczynem skalarnym staje si¦
przestrzeni¡ euklidesow¡.

W Pozdrozdziale 2.2 najwa»niejszym wynikiem jest Twierdzenie 2.2.1. Jego
dowód jest prost¡ konsekwencj¡ Twierdzenia 2.2.3 i zastosowania wªasno±ci
wysoko±ci kanonicznej rozwini¦tych w Pozdrozdziale 2.1. Dowód Twierdzenia
2.2.3 skªada si¦ z dwóch odr¦bnych cze±ci. Pierwsza z nich to zastosowanie teo-
rii Kummera rozszerze« abelowych Galois (Twierdzenie 2.2.7) do szczególnego
rozszerzenia L = K({[m]−1(x) : x ∈ A(K)}) pochodz¡cego od brania wspóª-
rz¦dnych punktów na rozmaito±ci abelowej, których ustalone wielokrotno±ci s¡
punktami wymiernymi. Druga cze±¢ dowodu polega na pokazaniu, »e rozsze-
rzenie L/K jest nierozgaª¦zione (De�nicja 2.2.24) poza sko«czonym zbiorem
miejsc, dziel¡cych m oraz miejsca zªej redukcji rozmaito±ci abelowej A (De�ni-
cja 2.2.9). Ostatecznym krokiem jest zastosowanie Wniosku 2.2.27 dotycz¡cego
maksymalnych abelowych rozszerze« nierozgaª¦zionych.

W Podrozdziale 2.3 przedstawiony zostanie szkic dowodu uogólnienia Twier-
dzenia Mordella-Weila na przypadek ciaª sko«czenie generowanych.

Nast¦pnie omówiona jest konstrukcja grupy Szafarewicza-Tate'a i grupy
Selmera, które pozwalaj¡ zde�niowa¢ przeszkod¦ (w postaci grupyX) do efek-
tywnego znajdowania rangi rozmaito±ci abelowych. Paragraf o przestrzeniach
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jednorodnych jest wst¦pem do cz¦±ci algorytmicznej przedstawionej w Roz-
dziale 3.

Pozdrozdziaª 2.5 po±wi¦cony jest szczegóªowemu omówieniu hipotezy Bircha-
Swinnertona-Dyera w wersji dla rozmaito±ci abelowych nad Q (patrz Hipoteza
2.5.6). Przypadek krzywych eliptycznych jest przedstawiony ze szczegóªami, ze
wzgl¦du na udowodnione przez A. Wilesa, R.Taylora, C. Breuila, F. Diamonda
i B. Conrada twierdzenie o przedªu»aniu L-funkcji krzywej eliptycznej nad Q
do funkcji analitycznej na C. Za pomoc¡ formuª analitycznych (patrz Twier-
dzenie 2.5.7) mo»na oblicza¢ warto±¢ L-funkcji w jedynce i w konswekwencji
wery�kowa¢ numerycznie hipotez¦ BSD w wielu konkretnych przypadkach. Pa-
ragraf ko«czy si¦ informacj¡ o udowodnionych przypadkach hipotezy BSD dla
krzywych eliptycznych.

Rozdziaª 3 po±wi¦cony jest obliczaniu rangi grupy punktów wymiernych
krzywych eliptycznych nad ciaªami liczbowymi jak i funkcyjnymi (ostatni przy-
kªad). Podrozdziaª 3.1 po±wi¦cony jest wykorzystaniu poj¦cia przestrzeni jed-
norodnych do konstrukcji równa« diofantycznych, których rozwi¡zanie gwa-
rantuje istnienie punktów niesko«czonego rz¦du na krzywej. Co wi¦cej, spadek
metod¡ 2-izogenii jest zal¡»kiem metody numerycznego obliczania rangi (za-
implementowanej np. w programie mwrank J. Cremony). Ogólny algorytm
przedstawiony w Twierdzeniu 3.1.1 jest nast¦pnie zilustrowany analiz¡ przy-
padku krzywej eliptycznej o równaniu

E : y2 = x3 + 11x2 + 17x,

dla której zachodzi równo±¢ E(Q) ∼= Z⊕ Z/2Z.
W Podrozdziale 3.2 zaprezentowane s¡ trzy przykªady rodzin krzywych

eliptycznych, dla których obliczana jest ranga grupy punktów wymiernych (co
najmniej dolne ograniczenie) zupeªnie odr¦bnymi technikami.

Pierwszy przykªad rodziny

Et : y2 + txy = x3 + tx2 − x+ 1

parametryzowanej przez liczby wymierne t ∈ Q pochodzi od autora pracy (i
jest skrótem z pracy [Nas10]), przedstawiaj¡cej konstrukcj¦ niesko«czonej ro-
dziny krzywych eliptycznych nad Q, parami nieizomor�cznych, których ranga
wynosi co najmniej cztery.

Drugi przykªad stanowi konstrukcja J.-F. Mestre, która pozwala konstru-
owa¢ rodziny krzywych eliptycznych nad Q(t) rangi co najmniej 11, gdzie t
jest zmienn¡ (patrz Twierdzenie 3.2.9).

Ostatni przykªad pochodz¡cy od D. Ulmera ([Ulm10]) pokazuje, »e dla
krzywych eliptycznych nad ciaªem Fp(t) istnieje niesko«czona rodzina rozsze-
rze«

Kd := Fp(t)(µd, t1/d),

dla których ranga grupy punktów Kd-wymiernych ro±nie nieograniczenie wraz
ze wzrostem parametru d. Stanowi to jaskrawy przykªad ró»nicy �technologicz-
nej� jaka dzieli przypadek ciaª liczbowych (krzywe eliptyczne nad Q rangi co
najwy»ej 28 - por. równanie (3.9) w Rozdziale 3).

Ostatni rozdziaª pracy zawiera zebrane wyniki z geometrii algebraicznej i
algebry, które s¡ wykorzystywane w pozostaªych rozdziaªach.



2
Twierdzenie Mordella-Weila

W tym rozdziale udowodnimy podstawowe twierdzenie arytmetyki rozmaito±ci
abelowych zde�niowanych nad ciaªami liczbowymi.

2.1 Teoria wysoko±ci

Wprowadzimy szereg narz¦dzi, które umo»liwiaj¡ mierzenie stopnia �skompli-
kowania� punktów na rozmaito±ciach algebraicznych. Skonstruowana do tego
celu funkcja wysoko±ci posiada szereg wa»nych wªasno±ci, które wi¡»¡ zarówno
wªasno±ci geometryczne jak i arytmeczne danej rozmaito±ci. Ponadto w przy-
padku rozmaito±ci ze struktur¡ grupow¡ istnieje zwi¡zek pomi¦dzy wysoko±ci¡,
a dziaªaniem grupowym zde�niowanym na rozmaito±ci. Szczególnie wa»na b¦-
dzie wªasno±¢, która umo»liwi pó¹niejszy dowód twierdzenia Mordella-Weila,
tj. wªasno±¢ sko«czono±ci zbioru punktów o ograniczonej wysoko±ci (tzw. wªa-
sno±¢ Northcotta).

Rozwini¦ta poni»ej teoria wysoko±ci b¦dzie dotyczyªa punktów na rozma-
ito±ciach, których wspóªrz¦dne le»¡ w ustalonym z góry domkni¦ciu algebra-
icznym ciaªa liczb wymiernych Q.

Na ciele liczb wymiernych Q wprowadzamy funkcj¦ dla ustalonej liczby
pierwszej p:

ordp : Q→ Z (2.1)

speªniaj¡c¡ ordp(0) = +∞ oraz dla x ∈ Q×:

pordp(x)a

b
,

gdzie a, b ∈ Z i p - ab. Zachodzi nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 2.1.1 (Ostrowski). Na ciele liczb wymiernych mo»emy zde�nio-
wa¢ normy (patrz De�nicja 4.1.3) wyª¡cznie trzech poni»szych typów.

(1) Norma trywialna |x|0 =

{
0 x = 0
1 x 6= 0

.

(2) Norma archimedesowa |x|∞ = max{x,−x}.

(3) Norma p-adyczna |x|p = p−ordp(x), gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡.

9
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De�niujemy zbiórMQ, który skªada si¦ ze wszystkich nietrywialnych norm
na Q. Ogólniej dla ciaªa liczbowego K/Q de�niujemy zbiór MK = M∞K ∪M0

K ,
gdzieM∞K to zbiór norm, których zaw¦»enie do Q jest norm¡ archimedesowsk¡,
a M0

K skªada si¦ z norm, których zaw¦»enia do Q s¡ normami p-adycznymi.
Ponadto je±li K ′/K jest rozszerzeniem ciaª liczbowych i v ∈ MK′ oraz

w ∈ MK to mówimy, »e v dzieli w i piszemy v|w je±li w jest zaw¦»eniem
normy v do K.

Z zasadniczego twierdzenia arytmetyki wynika nast¦puj¡cy wzór dla ciaªa
liczb wymiernych (tzw. formuªa iloczynowa):∏

v∈MQ

|x|v = 1 dla x ∈ Q×. (2.2)

De�nicja 2.1.2 (Uzupeªnienie ciaªa liczbowego). Dla ciaªa liczbowego K oraz
normy v ∈ MK de�niujemy uzupeªnienie ciaªa K wzgl¦dem normy v i ozna-
czamy Kv.

Lemat 2.1.3. Niech K ′/K b¦dzie rozszerzeniem ciaª liczbowych i v ∈ MK

b¦dzie norm¡. Wówczas zachodzi wzór:∑
w∈MK′
w|v

[K ′w : Kw] = [K ′ : K].

De�nicja 2.1.4. Niech v ∈MK b¦dzie norm¡ ciaªa liczbowego K. Stopniem
lokalnym nv normy v nazywa¢ b¦dziemy liczb¦:

nv = [Kv : Qv],

gdzie Qv jest uzupeªnieniem ciaªa Q wzgl¦dem obci¦cia normy v do Q. Ponadto
standardow¡ norm¡ stowarzyszon¡ z v nazywamy funkcj¦:

||x||v = |x|nvv .

Lemat 2.1.5 (Formuªa iloczynowa). Niech K b¦dzie ciaªem liczbowym i x ∈
K×. Wówczas ∏

v∈MK

||x||v = 1

Dowód. Z [Lan70, II,Cor.1.2] wynika, »e je±li x ∈ K× i v ∈MQ to∏
w∈MK
w|v

||x||w = |NK/Q(x)|v.

Zatem ∏
w∈MK

||x||w =
∏
v∈MQ

∏
w∈MK
w|v

||x||w =
∏
v∈MQ

|NK/Q(x)|v = 1,

gdzie ostatnia równo±¢ wynika z formuªy iloczynowej dla Q.
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De�nicja 2.1.6 (Pier±cie« liczb S-caªkowitych ciaªa liczbowego). Niech S ⊂
MK b¦dzie pewnym podzbiorem norm ciaªa liczbowego K takim, »eM∞K ⊂ S.
Wówczas zbiór:

OK,S = {x ∈ K : |x|v ≤ 1 dla v ∈MK\S}

nazywamy pier±cieniem liczb S-caªkowitych ciaªa liczbowego K. W szcze-
gólno±ci je±li S = M∞K , to pier±cie« OK := OK,S nazywamy pier±cieniem
liczb caªkowitych ciaªa liczbowego K.

Wysoko±ci na przestrzeni rzutowej

Ustalamy schemat (patrz De�nicje 4.1.6 i 4.1.16) PnQ (oznaczany od tej pory

Pn). Jego punkty domkni¦te odpowiadaj¡ ideaªom maksymalnym

(αjTi − αiTj)0≤i,j≤n.

Elementy αi nale»¡ do Q. Ka»dy taki punkt mo»na reprezentowa¢ za pomoc¡
wspóªrz¦dnych jednorodnych

(α0, . . . , αn)

z relacj¡ równowa»no±ci (λα0, . . . , λαn) ∼ (α0, . . . , αn) dla dowolnego λ ∈ Q×.
B¦dziemy pisali, »e punkt P ∈ Pn(K), gdy istniej¡ wspóªrz¦dne jednorodne,
w których P = (α0, . . . , αn) i αi ∈ K ⊆ Q.
Uwaga 2.1.7. Symbol Pn(K) nie oznacza zbioru Spec(K)-punktów schematu
PnQ (jest to tylko prawdziwe dla K = Q).

Ponadto od tej pory wszystkie rozwa»ane punkty na schematach b¦d¡
punktami domkni¦tymi (o ile jasno nie b¦dzie powiedziane, »e jest inaczej).

W poni»szym paragra�e wprowadzimy funkcj¦ wysoko±ci stowarzyszon¡ z
przestrzeni¡ rzutow¡ Pn. Konstrukcja przebiega w dwóch krokach. Najpierw
zde�niujemy wysoko±¢ dla punktów o wspóªrz¦dnych z ustalonego ciaªa liczbo-
wego, a nast¦pnie poprzez odpowiednie skalowanie wysoko±ci wzgl¦dem stopnia
rozszerzenia zde�niujemy funkcj¦ dla punktów o wspóªrz¦dnych w Q.

Niech dane b¦dzie ciaªo liczbowe K. Okre±lmy dla ukªadu liczb xi ∈ K
funkcj¦

HK(x0, . . . , xn) =
∏

v∈MK

max {||x0||v, . . . , ||xn||v} , (2.3)

gdzieMK jest zbiorem nietrywialnych norm ciaªaK i ||·||v b¦dzie standardow¡
norm¡ stowarzyszon¡ z v. Wówczas zachodzi

Stwierdzenie 2.1.8. Niech K b¦dzie ciaªem liczbowym, a P ∈ Pn(K). Wów-
czas funkcja

HK : Pn(K)→ R
okre±lona wzorem (2.3) nie zale»y od reprezentacji punktu P we wspóªrz¦dnych
z K.

Dowód. Niech P = (x0, . . . , xn) ∈ Pn(K). Wówczas dla ustalonego λ ∈ K

HK(λP ) =
∏

v∈MK

||λ||v
∏

v∈MK

max {||x0||v, . . . , ||xn||v} = HK(P )

ze wzgl¦du na wzór iloczynowy z Lematu (2.1.5).
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De�nicja 2.1.9. Niech dane b¦dzie ciaªo liczboweK oraz punkt P = (x0, . . . , xn) ∈
Pn(K). Wysoko±ci¡ punktu stowarzyszon¡ z K nazywamy liczb¦

HK(P ) =
∏

v∈MK

max {||x0||v, . . . , ||xn||v} .

Ponadto przez wysoko±¢ elementu x ∈ K b¦dziemy rozumieli wysoko±¢
punktu (x, 1) ∈ P1(K).

Lemat 2.1.10. Niech K b¦dzie ciaªem liczbowym, a P ∈ Pn(K) punktem w
przestrzeni rzutowej. Wówczas

(i) HK(P ) ≥ 1

(ii) Je±li K ′/K jest sko«czonym rozszerzeniem ciaªa K, to

HK′(P ) = HK(P )[K′:K]

Dowód. (i) Zauwa»my, »e skoro na mocy Stwierdzenia 2.1.8 warto±¢HK(P ) nie
zale»y od reprezentacji punktu P w przestrzeni rzutowej, to mo»emy wybra¢
tak¡ reprezentacj¦, w której na pewnej wspóªrz¦dnej (bez utraty ogólno±ci
mo»na przyj¡¢, »e na pierwszej) jest 1. Wówczas dla ka»ego v ∈M0

K

max {||1||v, ||x1||v, . . . , ||xn||v} = 1

oraz dla v ∈M∞K

max {||1||v, ||x1||v, . . . , ||xn||v} ≥ 1.

Iloczyn powy»szych skªadników po wszystkich v ∈MK daje HK(P ) ≥ 1.
(ii) Je±li K ′/K jest sko«czonym rozszerzeniem, to mamy

HK′(P ) =
∏

w∈MK′

max {||x0||w, ||x1||w, . . . , ||xn||w}

=
∏

v∈MK

∏
w∈MK′
w|v

max {||x0||w, ||x1||w, . . . , ||xn||w}

=
∏

v∈MK

∏
w∈MK′
w|v

max {|x0|nwv , |x1|nwv , . . . , |xn|nwv } .

Z multiplikatywno±ci stopnia rozszerze« ciaª mamy nw = [K ′w : Qw] = [K ′w :
Kv][Kv : Qw] = [K ′w : Kv]nv, bo Qw = Qv (skoro w jest rozszerzeniem normy
v). Zatem z powy»szej równo±ci i Lematu 2.1.3 dostajemy

HK′(P ) =
∏

v∈MK

∏
w∈MK′
w|v

max {||x0||v, ||x1||v, . . . , ||xn||v}[K
′
w:Kv ]

=
∏

v∈MK

max {||x0||v, ||x1||v, . . . , ||xn||v}[K
′:K]

= HK(P )[K′:K]
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Ostatni lemat pozwala skonstruowa¢ wysoko±¢ punktów w przestrzeni rzu-
towej niezale»n¡ od ciaªa de�nicji wspóªrz¦dnych punktu.

De�nicja 2.1.11 (Wysoko±¢ absolutna). Funkcj¦ H : Pn(Q)→ [1,+∞) okre-
±lon¡ wzorem:

H(P ) = HK(P )
1

[K:Q] ,

gdzie K jest dowolnym ciaªem liczbowym, dla którego P ∈ Pn(K) nazywamy
wysoko±ci¡ absolutn¡ punktu P . Ponadto funkcj¦ h(P ) = log(H(P )) na-
zywamy logarytmiczn¡ wysoko±ci¡ absolutn¡. Lemat 2.1.10 gwarantuje
poprawno±¢ okre±lenia funkcji H oraz h.

Ponadto przezwysoko±¢ absolutn¡ elementu x ∈ Q b¦dziemy rozumieli
wysoko±¢ absolutn¡ punktu (x, 1) ∈ P1(Q).

Zauwa»my, »e je±li dany jest automor�zm σ ∈ Gal(Q/Q) to jego obci¦cie
do dowolnego ciaªa liczbowego K wyznacza izomor�zm ciaª σ : K → σ(K).
Automor�zm indukuje bijekcj¦ zbiorów:

σ : MK →Mσ(K), (2.4)

gdzie σ(v) okre±lona jest wzorem |σ(x)|σ(v) := |x|v dla dowolnego x ∈ K i
v ∈ MK . Ponadto σ indukuje izomor�zm uzupeªnie« Kv ' σ(K)σ(v) oraz
równo±¢ lokalnych stopni nv = nσ(v).

Lemat 2.1.12. Niech dany b¦dzie punkt P ∈ Pn(Q) oraz automor�zm σ ∈
Gal(Q/Q). Wówczas

H(σ(P )) = H(P ).

Dowód. Niech P = (x0, . . . , xn) ∈ Pn(K) dla pewnego ciaªa liczbowego K. Na
podstawie powy»szych rozwa»a« mamy

Hσ(K)(σ(P )) =
∏

w∈Mσ(K)

max {||σ(x0)||w, ||σ(x1)||w, . . . , ||σ(xn)||w}

=
∏

w∈Mσ(K)

max {|σ(x0)|w, |σ(x1)|w, . . . , |σ(xn)|w}nw

=
∏

v∈MK

max
{
|σ(x0)|σ(v), |σ(x1)|σ(v), . . . , |σ(xn)|σ(v)

}nσ(v)
=
∏

v∈MK

max {|x0|v, |x1|v, . . . , |xn|v}nv

=
∏

v∈MK

max {||x0||v, ||x1||v, . . . , ||xn||v}

= HK(P ).

Ponadto [K : Q] = [σ(K) : Q]. Zatem

H(σ(P )) = Hσ(K)(σ(P ))
1

[σ(K):Q] = HK(P )
1

[K:Q] = H(P ).

Udowodnimy teraz gªówne twierdzenie tego paragrafu.
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Twierdzenie 2.1.13 ([HS00, Thm.B.2.3]). Niech C, d ∈ Z≥0 b¦d¡ ustalonymi
liczbami. Wówczas zbiór{

P ∈ Pn(Q) | H(P ) ≤ C, [Q(P ) : Q] ≤ d
}

jest sko«czony. Ciaªo Q(P ) := Q(x0xj , . . . ,
xn
xj

) o ile xj 6= 0.

W szczególno±ci je±li K jest ustalonym ciaªem liczbowym to zbiór

{P ∈ Pn(K) | HK(P ) ≤ C}

jest sko«czony.

Dowód. Niech dany b¦dzie punkt P ∈ Pn(Q). Wybierzmy dla niego wspóª-
rz¦dne P = (x0, . . . , xn) takie, »e xj = 1 dla pewnego 0 ≤ j ≤ n. Wtedy ciaªo
de�nicji Q(P ) = Q(x0, . . . , xn). Dostajemy ponadto oszacowania

max
0≤i≤n

{||xi||v} ≥ max {||xj ||v, 1} (0 ≤ j ≤ n)

HQ(P )(P ) =
∏

v∈MQ(P )

max
0≤i≤n

{||xi||v}

≥ max
0≤j≤n

 ∏
v∈MQ(P )

max {||xj ||v, 1}

 = max
0≤j≤n

HQ(P )(xj).

Podnosz¡c obie strony do pot¦gi 1
[Q(P ):Q] otrzymujemy

H(P ) ≤ max
0≤i≤n

H(xi).

Zatem je±li H(P ) ≤ C oraz [Q(P ) : Q] ≤ d, to

max
0≤i≤n

H(xi) ≤ C oraz max
0≤i≤n

[Q(xi) : Q] ≤ d.

Wystarczy zatem pokaza¢ sko«czono±¢ zbioru{
x ∈ Q|H(x) ≤ C i [Q(x) : Q] = d

}
.

Niech x ∈ Q i K = Q(x) oraz [K : Q] = d. Wielomian minimalny elementu
x jest postaci:

fx(t) =

d∏
i=1

(t− xj) =

d∑
r=0

(−1)rsr(x)td−r,

gdzie xj s¡ elementami sprz¦»onymi z x nad Q. Dla ustalonego v ∈ MK mo-
»emy oszacowa¢ normy elementów sr(x):

|sr(x)|v =

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤i1<...<ir≤d
xi1 · . . . · xir

∣∣∣∣∣∣
v

≤ c(v, r, d) max
1≤i1<...<ir≤d

|xi1 · . . . · xir |v

≤ c(v, r, d) max
1≤i≤d

|xi|rv.
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Pierwsza nierówno±¢ wynika z nierówno±ci trójk¡ta, a ponadto c(v, r, d) =(
d
r

)
< 2d je±li v jest norm¡ archimedesowsk¡ oraz c(v, r, d) = 1 je±li v jest

niearchimedesowska. Dostajemy nierówno±¢

max
0≤i≤d

{|si(x)|v} ≤ c(v, d)
d∏
i=1

max {|xi|v, 1}d ,

gdzie c(v, d) = 2d w przypadku, gdy v jest archimedesowa oraz c(v, d) = 1,
gdy v niearchimedesowa. Mno»¡c obie strony nierówno±ci wzgl¦dem wszystkich
v ∈MK oraz wyci¡gaj¡c obustronnie pierwiastek stopnia [K : Q] otrzymujemy
oszacowanie wysoko±ci absolutnej:

H(s0(x), . . . , sd(x)) ≤ 2d
d∏
i=1

H(xi)
d.

Z Lematu 2.1.12 wiemy, »e H(xi) = H(x) dla dowolnego i. St¡d

H(s0(x), . . . , sd(x)) ≤ 2dH(x)d
2
.

Z zaªo»enia mamy H(x) ≤ C, wi¦c H(s0(x), . . . , sd(x)) ≤ 2dCd
2
. Ponadto je±li

P ∈ Pn(Q), to mo»emy przedstawi¢ punkt w postaci P = (a0, . . . , an), gdzie
ai ∈ Z oraz NWD(a0, . . . , an) = 1. Wówczas

HQ(P ) = max {|a0|, . . . , |an|} ,

gdzie |x| = max{x,−x}. Istnieje zatem tylko sko«czenie wiele punktów P ∈
Pn(Q) speªniaj¡cych warunek HQ(P ) ≤ c dla ustalonego c. Skoro wielomian
fx(t) ∈ Q[t] oraz H(s0(x), . . . , sd(x)) = HQ(s0(x), . . . , sd(x)), to istnieje tylko
sko«czenie wiele mo»liwych wielomianów minimalnych fx(t), a zatem sko«cze-
nie wiele x speªniaj¡cych H(x) ≤ C.

Stwierdzenie 2.1.14. Niech Sn,m b¦dzie zanurzeniem Segre iloczynu Pn×Pm
w PN dla N = (n+ 1)(m+ 1)− 1:

Sn,m : Pn × Pm → PN

Sn,m : ((x0, . . . , xn), (y0, . . . , ym))→ (x0y0, x0x1, . . . , xiyj , . . . , xnym).

Niech Hn, Hm i HN b¦d¡ hiperpªaszczyznami odpowiednio w Pn, Pm i PN .
Wówczas:

(i) S∗n,m(HN ) ∼ Hn × Pm + Pn ×Hm ∈ Div(Pn × Pm) (por. De�nicje 4.2.1,
4.2.4).

(ii) h(Sn,m(x, y)) = h(x) + h(y) dla wszystkich x ∈ Pn(Q) i x ∈ Pm(Q).

Niech odwzorowanie Φd : Pn → PN (N =
(
n+d
n

)
− 1) b¦dzie zanurzeniem

stopnia d:
Φ(x) = (M0(x), . . . ,MN (x)),

gdzie Mi(x) jest jednomianem stopnia d zmiennych x0, . . . , xn. Wówczas:

h(Φd(x)) = dh(x) dla x ∈ Pn(Q).
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Dowód. (i) Niech (z0, . . . , zN ) b¦dzie punktem w PN . Wszystkie hiperpªaszczy-
zny jako dywizory Weila s¡ ze sob¡ liniowo równowa»ne (patrz De�nicja 4.2.3).
Wybierzmy wi¦c ustalone hiperpªaszczyzny HN = {z0 = 0}, Hn = {x0 = 0} i
Hm = {y0 = 0}. Wówczas mamy

S∗n,m(HN ) = S∗n,m
({

(z0, . . . , zN ) ∈ PN | z0 = 0
})

= {(x0, . . . , xn, y0, . . . , ym) ∈ Pn × Pm | x0y0 = 0}
= Hn × Pm + Pn ×Hm.

(ii) Niech x ∈ Pn(K) i y ∈ Pm(K) dla pewnego ciaªa liczbowego K. Niech
ponadto z = Sm,n(x, y). Wówczas dla ustalonej normy v ∈MK mamy

max
0≤k≤N

|zk|v = max
0≤i≤n
0≤j≤m

|xiyj |v =

(
max

0≤i≤n
|xi|v

)(
max

0≤j≤m
|yj |v

)
.

Podnosz¡c do pot¦gi nv
[K:Q] i mno»¡c wzgl¦dem wszystkich v ∈ MK oraz wy-

ci¡gaj¡c obustronnie logarytm naturalny dostajemy tez¦.
(iii) Z zaªo»enia mamy Φ(x) = (M0(x), . . . ,MN (x)), gdzie Mi(x) jest jed-

nomianem stopnia d zmiennych x0, . . . , xn. Zachodzi nierówno±¢:

|Mi(x)|v ≤ max
i
|xi|dv.

Ponadto zbiór {Mi(x)}Ni=1 zawiera jednomiany xd0, . . . , x
d
n, co poci¡ga równo±¢:

max
0≤j≤N

|Mj(x)|v = max
0≤i≤n

|xi|dv.

Podobnie jak w (ii) podnosimy obustronnie do pot¦gi nv
[K:Q] i mno»ymy wzgl¦-

dem wszystkich v ∈MK i wyci¡gamy obustronnie logarytm, co ko«czy dowód
stwierdzenia.

Twierdzenie 2.1.15. Niech φ : Pn → Pm b¦dzie odwzorowaniem wymiernym
stopnia d zde�niowanym nad Q, tzn. φ = (f0, . . . , fm) i φ jest mor�zmem na
zbiorze Pn\Z, gdzie Z jest zbiorem wspólnych zer jednorodnych wielomianów
fi stopnia d. Wtedy:

(i) h(φ(P )) ≤ dh(P ) +O(1) dla dowolnego P ∈ Pn(Q)\Z.

(ii) Niech X b¦dzie podrozmaito±ci¡ w Pn tak¡, »e X ∩ Z = ∅. Wówczas:

h(φ(P )) = dh(P ) +O(1)

dla dowolnego P ∈ X(Q).

Dowód. NiechK b¦dzie ustalonym ciaªem de�nicji dla φ, tzn. je±li φ = (f0, . . . , fm),
to fi ∈ K[X0, . . . , Xn] dla wszystkich i. Wielomiany fi s¡ jednorodne, wi¦c
mo»emy zapisa¢ je w postaci:

fi(X0, . . . , Xn) =
∑
|e|=d

ai,eX
e,

gdzie e = (e0, . . . , en) i |e| = e0+. . .+en oraz X
e = Xe

0 ·. . .·Xe
n. Wprowadzamy

nast¦puj¡ce pomocnicze oznaczenia:

|P |v = max{|x0|v, . . . , |xn|v}
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dla P = (x0, . . . , xn) oraz xj ∈ K i v ∈ MK . Ponadto je±li f =
∑
aeX

e ∈
K[X0, . . . , Xn], to |f |v = maxe |ae|v. Nierówno±¢ trójk¡ta mo»emy zapisa¢ dla
dowolnej normy v ∈MK w postaci:

|a1 + a2 + . . .+ ak| ≤ εv(r) max{|a1|v, . . . , |ak|v},

gdzie:

εv(r) =


r dla v ∈M∞K

1 dla v ∈M0
K

.

Niech P ∈ Pn(Q) b¦dzie takim punktem, »e P = (x0, . . . , xn) i xi ∈ K (roz-
szerzaj¡c K w razie potrzeby). Wówczas dla dowolnego v ∈MK zachodzi:

|fi(P )|v =

∣∣∣∣∣∣
∑
|e|=d

ai,ex
e

∣∣∣∣∣∣
v

≤ εv(
(
n+ d

n

)
)(max

e
|ai,e|v)(max

e
|xe00 · . . . · x

en
n |v)

≤ εv(
(
n+ d

n

)
)|fi|v max

e,j
|xj |e0+...+en

v

= εv(

(
n+ d

n

)
)|fi|v|P |dv.

Zauwa»my, »e nierówno±¢ ta nie zale»y od wyboru reprezentacji punktu P , po-
niewa» fi jest wielomianem jednorodnym stopnia d. Zauwa»my, »e korzystaj¡c
z Lematu 2.1.3 dostajemy to»samo±¢:∏

v∈MK

εv(r)
nv =

∏
v∈M∞K

rnv = r[K:Q].

Ponadto de�niujemy:

H(φ) =
∏

v∈MK

max
i
{|fi|v}

nv
[K:Q] .

Dostajemy zatem nierówno±¢:

H(φ(P )) ≤
(
n+ d

n

)
H(φ)H(P )d

i logarytmuj¡c stronami otrzymamy:

h(φ(P )) ≤ dh(P ) + h(φ) + ln

(
n+ d

n

)
,

co dowodzi (i). Równo±¢ (ii) zostanie udowodniona z wykorzystaniem twier-
dzenia Hilberta o zerach (patrz [Har06, I,Thm.1.3A]). Ustalmy punkt P ∈
X. Z zaªo»enia φ jest mor�zmem na X, zatem istniej¡ wielomiany jedno-
rodne p1, . . . , pr takie, »e I(X) = (p1, . . . , pr) (w sensie [Har06, I,p.10]). Skoro
X∩Z = ∅, to zbiór wspólnych zer wielomianów f0, . . . , fm, p1, . . . , pr jest pusty.
Z twierdzenia Hilberta o zerach wynika, »e:

(X0, . . . , Xn) ⊂
√

(f0, . . . , fm, p1, . . . , pr).
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Ideaª (f0, . . . , fm, p1, . . . , pr) jest jednorodny, wi¦c istniej¡ wielomiany jedno-
rodne gij oraz pij oraz liczby naturalne dodatnie {kj}nj=0 takie, »e:

g0jf0 + . . .+ gmjfm + q1jp1 + . . .+ qrjpr = X
kj
j

dla 0 ≤ j ≤ n. Niech t = max{d, k0, . . . , kn}. Dla ka»dego j domna»amy

obustronnie równania przez X
max{t−kj ,0}
j zast¦puj¡c wielomiany gij oraz qij

nowymi wielomianami jednorodnymi. Dostajemy zatem:

g0jf0 + . . .+ gmjfm + q1jp1 + . . .+ qrjpr = Xt
j , (2.5)

gdzie t ≥ d i 0 ≤ j ≤ n. Skoro fi jest jednorodny stopnia d to gij jest jedno-
rodny stopnia t − d. Powi¦kszaj¡c w razie potrzeby ciaªo K o wspóªczynniki
wielomianów gij i qij mo»emy przyj¡¢, »e P ∈ X(K). Skoro pi(P ) = 0 dla
dowolnego i, to na podstawie równania (2.5) zachodzi:

g0j(P )f0(P ) + . . .+ gmj(P )fm(P ) = xtj

dla dowolnego 0 ≤ j ≤ n i P = (x0, . . . , xn). Z jednorodno±ci wszystkich
wielomianów w równo±ci wynika, »e równo±¢ jest niezale»na od reprezentacji
punktu P . Mamy zatem:

|P |tv = max
0≤j≤n

|xj |tv

= max
0≤j≤n

|g0j(P )f0(P ) + . . .+ gmj(P )fm(P )|v

≤ εv(m+ 1)

(
max
i,j
|gi,j(P )|v

)(
max
i
|fi(P )|v

)
≤ εv(m+ 1)

[
εv

(
t− d+ n

n

)(
max
i,j
|gi,j |v

)
|P |t−dv

]
·
(

max
i
|fi(P )|v

)
.

Podnosz¡c obustronnie do pot¦gi nv
[K:Q] i mno»¡c stronami wzgl¦dem wszystkich

v ∈MK dostaniemy:

H(P )t ≤ CH(P )t−dH(φ(P )),

gdzie C jest staª¡ zale»n¡ od wielomianów gij i fi oraz liczby t (i niezale»na
od P). Logarytmuj¡c jak w (i) stronami dostaniemy:

dh(P ) ≤ h(φ(P )) +O(1).

Wysoko±ci na rozmaito±ciach algebraicznych

W tym paragra�e przedstawimy metod¦, która pozwala skonstruowa¢ funkcj¦
wysoko±ci stowarzyszon¡ z pewnym mor�zmem V → Pn.

De�nicja 2.1.16. Niech V b¦dzie rozmaito±ci¡ rzutow¡ zde�niowan¡ nad Q.
Niech φ : V → Pn b¦dzie mor�zmem (np. zanurzeniem z domkni¦tym obra-
zem). Funkcj¦:

hφ : V (Q)→ R+, hφ(P ) = h(φ(P )),

gdzie h(P ) jest logarytmiczn¡ wysoko±ci¡ absolutn¡ na Pn b¦dziemy nazywa¢
wysoko±ci¡ stowarzyszon¡ z mor�zmem φ.
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Twierdzenie 2.1.17. Niech V b¦dzie gªadk¡, rzutow¡ rozmaito±ci¡ zde�nio-
wan¡ nad Q i niech φ : V → Pn oraz ψ : V → Pm b¦d¡ mor�zmami nad Q.
Niech H b¦dzie hiperpªaszczyzn¡ w Pn, a H ′ hiperpªaszczyzn¡ w Pm. Jesli φ∗H
i ψ∗H ′ s¡ liniowo równowa»ne, to istnieje staªa O(1) ∈ R taka, »e:

hφ(P ) = hψ(P ) +O(1), dla dowolnego P ∈ V (Q).

Staªa O(1) jest zale»na od V oraz ψ i φ, ale nie zale»y od P .

Dowód. Dla dowolnej hiperpªaszczyzny H zupeªny system liniowy |H| (patrz
De�nicja 4.2.15) nie ma punktów bazowych ([HS00, Ex.A.3.1.3]), poniewa»
zawiera wszystkie hiperpªaszczyzny w Pn. Na mocy Twierdzenia 4.2.18 dywizor
φ∗H nie ma punktów bazowych. Z de�nicji wynika zatem, »e⋂

D∼φ∗H
D≥0

Supp(D) = ∅

(patrz De�nicja 4.2.4). Istnieje zatem dywizor D ≥ 0 taki, »e D ∼ φ∗H.
Ustalmy zatem D ∈ Div(V ), dywizor dodatni w klasie równowa»no±ci φ∗H ∼
ψ∗H ′. Zauwa»my ponadto, »e równowa»no±¢ ta implikuje, »e ψ i φ s¡ stowa-
rzyszone z tym samym zupeªnym systemem liniowym. Dokªadniej, je±li wybie-
rzemy pewn¡ baz¦ {hi}Ni=1, gdzie N = dimL(D), to istniej¡ staªe aij , bij ∈ Q
takie, »e:

fi =
N∑
j=0

aijhj , 0 ≤ i ≤ n, (2.6)

gi =
N∑
j=0

bijhj , 0 ≤ i ≤ n (2.7)

oraz φ = (f0, . . . , fn) i ψ = (g0, . . . , gm).
Niech λ = (h0, . . . , hN ) b¦dzie mor�zmem zadanym przez zupeªny system

liniowy |D|. Zde�niujmy odwzorowanie wymierne A : PN → Pn zadane jako
A(x0, . . . , xN ) = (

∑N
i=0 a0jxj , . . . ,

∑N
i=0 anjxj). Podobnie de�niujemy odwzo-

rowanie B stowarzyszone z macierz¡ (bij). Ze wzgl¦du na równo±ci (2.6) i (2.7)
dostajmy nast¦puj¡ce przemienne diagramy:

V PN

Pn

λ

Aφ

V PN

Pm

λ

Bψ

Odwzorowania A i B s¡ dobrze okre±lone na obrazie mor�zmu λ. Mo»emy
zatem zastosowa¢ Twierdzenie 2.1.15 dla X = imλ. Dostajemy:

h(A(Q)) = h(Q) + C1

dla staªej C1 niezale»nej od Q i dowolnego Q ∈ λ(V (Q)). Podobnie:

h(B(Q)) = h(Q) + C2



ROZDZIA� 2. TWIERDZENIE MORDELLA-WEILA 20

dla pewnej staªej C2 niezale»nej od Q i dowolnego Q ∈ λ(V (Q)). Stosuj¡c
powy»sze diagramy przemienne i bior¡c punkt Q = λ(P ), gdzie P ∈ V (Q)
dostajemy:

h(φ(P )) = h(A(λ(P ))) = h(λ(P )) + C1

= h(B(λ(P ))) + C1 − C2 = h(ψ(P )) + C1 − C2,

co ko«czy dowód twierdzenia.

Sformuªujemy teraz i udowodnimy twierdzenie, które pozwala stowarzyszy¢
dowolny dywizor Weila na rozmaito±ci V z pewn¡ funkcj¡ wysoko±ci.

Twierdzenie 2.1.18 ("Maszyna Weila", [HS00, Thm. B.3.2]). Niech K b¦dzie
ciaªem liczbowym. Wówczas dla ustalonej gªadkiej rozmaito±ci rzutowej V/K
istnieje odwzorowanie:

hV : Div(V )→
{
funkcje V (K)→ R

}
speªniaj¡ce nast¦puj¡ce wªasno±ci (przyjmujemy oznaczenie hV,D := hV (D)).

(a) (Normalizacja) Niech H ⊂ Pn b¦dzie hiperpªaszczyzn¡. Wówczas istnieje
staªa C ∈ R zale»na tylko od H taka, »e:

hPn,H(P ) = h(P ) + C dla dowolnego P ∈ Pn(K).

(b) (Funktorialno±¢) Niech φ : V →W b¦dzie mor�zmem rozmaito±ci rzuto-
wych i D ∈ Div(W ) ustalonym dywizorem. Wówczas istnieje staªa C ∈ R
zale»na tylko od φ i D taka, »e:

hV,φ∗D(P ) = hW,D(φ(P )) + C dla dowolnego P ∈ V (K).

(c) (Addytywno±¢) Niech D,E ∈ Div(V ). Wówczas:

hV,D+E(P ) = hV,D(P ) + hV,E(P ) + C dla dowolnego P ∈ V (K)

dla pewnej niezale»nej od P staªej C ∈ R.

(d) (Liniowa równowa»no±¢) Niech D,E ∈ Div(V ) b¦d¡ dywizorami równo-
wa»nymi liniowo. Wówczas:

hV,D(P ) = hV,E(P ) + C dla dowolnego P ∈ V (K)

dla pewnej niezale»nej od P staªej C ∈ R.

(e) (Dodatnia okre±lono±¢) Niech D ∈ Div(V ) b¦dzie efektywnym dywizorem
(D ≥ 0) i niech B b¦dzie zbiorem punktów bazowych zupeªnego systemu
liniowego |D|. Wówczas:

hV,D(P ) ≥ C dla dowolnego P ∈ (V \B)(K)

dla pewnej staªej C ∈ R niezale»nej od punktu P .
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(f) (Wªasno±¢ Northcotta) Niech D ∈ Div(V ) b¦dzie dywizorem szerokim.
Wówczas dla dowolnego sko«czonego rozszerzenia K ′/K i dowolnej staªej
B ∈ R, zbiór: {

P ∈ V (K ′)|hV,D(P ) ≤ B
}

jest sko«czony.

Dowód. Niech dany b¦dzie dywizor D ∈ Div(V ) bez punktów bazowych. Mor-
�zm φD : V → Pn jest stowarzyszony z zupeªnym systemem liniowym |D|
(tzn. dla dowolnej hiperpªaszczyzny H speªnia warunek φ∗H ∼ D). Mo»emy
okre±li¢ dla tak wybranego dywizora funkcj¦

hV,D(P ) = h(φD(P ))

dobrze okre±lon¡ dla dowolnego P ∈ V (K).
B¦dziemy stosowa¢ oznaczenie f(P ) = g(P ) +O(1) je±li dwie funkcje b¦d¡

ró»ni¢ si¦ o staª¡ niezale»n¡ od P .
Poka»emy najpierw, »e skonstruowana funkcja nie zale»y od wyboru mor�-

zmu φD. Przypu±¢my, »e ψD : V → Pm b¦dzie innym mor�zmem stowarzyszo-
nym z dywizorem D bez punktów bazowych. Wówczas na mocy Twierdzenia
2.1.17 skoro φ∗DH ∼ D ∼ ψ∗DH

′ dla pewnych hiperpªaszczyzn H i H ′, to
zachodzi równo±¢:

h(φD(P )) = h(ψD(P )) +O(1)

dla P ∈ V (K).
Korzystaj¡c z Twierdzenia 4.2.17 zapisujemy dowolnie wybrany dywizor

D ∈ Div(V ) jako D1−D2, ró»nic¦ dywizorów bardzo szerokich. Bardzo szeroki
dywizor nie ma punktów bazowych, wi¦c mo»emy zde�niowa¢ funkcj¦:

hV,D(P ) = hV,D1(P )− hV,D2(P ),

gdzie P ∈ V (K).
(c) (Addytywno±¢ dla dywizorów bez punktów bazowych)
Niech D oraz E b¦d¡ dywizorami bez punktów bazowych i niech φD :

V → Pn oraz φE : V → Pm b¦d¡ mor�zmami stowarzyszonymi z zupeªnymi
systemami liniowymi, odpowiednio |D| i |E|. Niech φD × φE : V → Pn × Pm
b¦dzie iloczynem tych odwzorowa«. Wówczas bior¡c zanurzenie Segre Sn,m :
Pn × Pm → PN , gdzie N = (n+ 1)(m+ 1)− 1 dostajemy mor�zm:

φD ⊗ φE : V → PN

zadany wzorem:

φD ⊗ φE(P ) = Sn,m(φD(P ), φE(P )).

Ze Stwierdzenia 2.1.14 dostajemy:

(φD ⊗ φE)∗H ∼ D + E,

gdzie H jest pewn¡ hiperpªaszczyzn¡. Poniewa» H nie ma punktów bazowych,
to korzystaj¡c ze Stwierdzenia 4.2.18 otrzymujemy, »e D+E nie ma punktów
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bazowych. Z dokªadno±ci¡ do staªej wysoko±¢ stowarzyszona z D+E nie zale»y
od wyboru odwzorowania stowarzyszonego z dywizorem, mo»emy wi¦c napisa¢:

hV,D+E(P ) = h((φD ⊗ φE)(P )) +O(1)

dla P ∈ V (K). Zatem:

hV,D+E(P ) = h((φD ⊗ φE)(P )) +O(1)

= h(Sn,m(φD(P ), φE(P ))) +O(1)

= h(φD(P )) + h(φE(P )) +O(1)

= hV,D(P ) + hV,E(P ) +O(1),

gdzie przedostatnia równo±¢ wynika ze Stwierdzenia 2.1.14. Zauwa»my, »e je±li
dywizor:

D = D1 −D2 = E1 − E2

zapiszemy jako ró»nic¦ dwóch dywizorów bez punktów bazowych na dwa spo-
soby, to D1 + E2 = D2 + E1 i korzystaj¡c z addytywno±ci dla dywizorów bez
punktów bazowych:

hV,D1 + hV,E2 = hV,D1+E2 +O(1)

= hV,D2+E1 +O(1)

= hV,D2 + hV,E1 +O(1).

W takim razie:
hV,D1 − hV,D2 = hV,E1 − hV,E2 +O(1).

(c)(Addytywno±¢ dla dowolnych dywizorów) Niech D,E ∈ Div(V ) b¦d¡
dowolnymi dywizorami. Na podstawie Twierdzenia 4.2.17 mo»emy zapisa¢ je
jako ró»nice bardzo szerokich dywizorów (zatem bez punktów bazowych)

D = D1 −D2 oraz E = E1 − E2.

Z tego samego twierdzenia wynika te», »e D1 + E1 oraz D2 + E2 s¡ bardzo
szerokie, wi¦c nie maj¡ punktów bazowych. Zachodz¡ zatem równo±ci:

hV,D+E = hV,D1+E1 − hV,D2+E2 +O(1)

= hV,D1 + hV,E1 − hV,D2 − hE2 +O(1)

= (hV,D1 − hD2) + (hV,E1 − hV,E2) +O(1)

= hV,D + hV,E +O(1).

(a)(Normalizacja) Wystarczy zauwa»y¢, »e id : Pn → Pn speªnia wªasno±¢
id∗H ∼ H (istotnie zachodzi nawet równo±¢) dla dowolnej hiperpªaszczyzny
H w Pn. Zatem id jest stowarzyszona z dywizorem H, czyli:

hPn,H(P ) = h(id(P )) +O(1) = h(P ) +O(1).

(b)(Funktorialno±¢) Dowolny dywizor D ∈ Div(W ) zapisujemy jako ró»-
nic¦ D = D1 − D2 dywizorów bardzo szerokich (czyli równie» bez punktów
bazowych) na podstawie Twierdzenia 4.2.17. Niech φD1 i φD2 b¦d¡ stowarzy-
szonymi z nimi mor�zmami W w Pn. Je±li φ : V → W jest ustalonym mor-
�zmem rozmaito±ci rzutowych, to na mocy Stwierdzenia Stwierdzenia 2.1.14
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dywizory φ∗D1 i φ∗D2 nie maj¡ punktów bazowych i stowarzyszone s¡ z nimi
odwzorowania, odpowiednio φD1 ◦ φ oraz φD2 ◦ φ. Ponadto z addytywno±ci φ∗

mamy φ∗D = φ∗D1 − φ∗D2. St¡d równo±ci:

hV,φ∗D = hV,φ∗D1 − hV,φ∗D2 +O(1)

= h ◦ φD1 ◦ φ− h ◦ φD2 ◦ φ+O(1)

= hW,D1 ◦ φ− hW,D2 ◦ φ+O(1)

= hW,D ◦ φ+O(1).

(d)(Liniowa równowa»no±¢) Niech D ∼ E b¦d¡ liniowo równowa»nymi
dywizorami w Div(V ). Zapisuj¡c oba jako ró»nice bardzo szerokich dywizo-
rów: D = D1 − D2 oraz E = E1 − E2, dostajemy równowa»no±¢ liniow¡
D1 + E2 ∼ D2 + E1. Oba dywizory s¡ szerokie i stowarzyszone z nimi mor�-
zmy φD1+E2 oraz φD2+E1 speªniaj¡ na mocy Twierdzenia 2.1.17 równo±¢:

h(φD1+E2(P )) = h(φD2+E1(P )) +O(1)

dla dowolnego P ∈ V (K). Na mocy addytowno±ci (c):

hV,D1 + hV,E2 = hV,D1+E2 +O(1) = hV,D2+E1 +O(1) = hV,D2 + hV,E1 +O(1).

Zatem:

hV,D = hV,D1 − hV,D2 +O(1) = hV,E1 − hV,E2 +O(1) = hV,E +O(1).

(e)(Dodatnia okre±lono±¢) Niech D ≥ 0 (czyli D =
∑
nY Y i nY ≥ 0) i

zapiszmy D = D1 −D2 jako ró»nic¦ dywizorów bardzo szerokich. Przestrze«
L(D2) jest sko«czenie wymiarowa (bo V jest rozmaito±ci¡ rzutow¡), wi¦c mo-
»emy wybiera¢ w niej baz¦ f0, . . . , fn funkcji regularnych na V , które j¡ roz-
pinaj¡. Z de�nicji przestrzeni L(D2) mamy D + div(fi) ≥ 0 dla wszystkich i,
a ponadto:

D1 + div(fi) = D +D2 + div(fi) ≥ 0,

bo D jest efektywnym dywizorem. Niezale»ne liniowo funkcje fi nale»¡ równie»
do L(D1), bo D1 ≥ D2. Z twierdzenia Steiniza o bazie mo»emy uzupeªni¢ zbiór
{fi}ni=0 wektorów liniowo niezale»nych do bazy {fi}mi=0 (m ≥ n) przestrzeni
L(D1). Wybrane bazy okre±laj¡ stowarzyszone z D1 i D2 mor�zmy:

φD1 = (f0, . . . , fm) : V → Pm,

φD2 = (f0, . . . , fn) : V → Pn.

Funkcje f0, . . . , fm s¡ regularne we wszystkich punktach poza no±nikiem Supp(D1).
Zatem dla P /∈ Supp(D1) mamy:

hV,D(P ) = hV,D1 − hV,D2(P ) +O(1)

= h(φD1(P ))− h(φD2(P )) +O(1)

= h(f0(P ), . . . , fm(P ))− h(f0(P ) . . . , fn(P )) +O(1)

≥ O(1).

�atwo zauwa»y¢, »e ostatnia nierówno±¢ wynika z nast¦puj¡cej:∏
v∈MK

max
0≤i≤m

{||fi(P )||v} ≥
∏

v∈MK

max
0≤i≤n

{||fi(P )||v} ,
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która wynika z faktu, »e m ≥ n i maksimum po mniejszym zbiorze jest
mniejsze. W takim razie dostali±my oszacowanie z tezy dla wszystkich P /∈
Supp(D1).

Zauwa»my, »e z Twierdzenia 4.2.17 wynika, »e istnieje bardzo szeroki dy-
wizor H ∈ Div(V ) taki, »e D + H jest bardzo szeroki. Wówczas bior¡c sto-
warzyszone z dywizorem zanurzenie φH : V ↪→ Pn generujemy dywizory
Hi = φ∗H {xi = 0}. Z de�nicji mor�zmu stowarzyszonego z dywizorem H wy-
nika, »e Hi ∼ H. Czyli istnieje g ∈ K(V )∗ takie, »e Hi = H + div(g). Ale
wówczas odwzorowanie L(Hi) → L(H) : f 7→ fg jest izomor�zmem prze-
strzeni liniowych. Zatem:

|H| = {D ∈ Div(V ) : D ≥ 0, D ∼ H}
= {D ∈ Div(V ) : D = H + div(h), h ∈ L(H)}
= {D ∈ Div(V ) : D = H + div(fg), f ∈ L(Hi)}
= {D ∈ Div(V ) : D = H + div(g) + div(f), f ∈ L(Hi)}
= {D ∈ Div(V ) : D = Hi + div(f), f ∈ L(Hi)}
= |Hi|.

Skoro dywizor H jest bardzo szeroki, to Hi s¡ bardzo szerokie dla wszystkich i.
PonadtoD+H ∼ D+Hi, zatemD+Hi jest bardzo szeroki iD = (D+Hi)−Hi.
Ponadto z konstrukcji Hi wynika, »e Supp(H0) ∩ . . . ∩ Supp(Hn) = ∅. W ta-
kim razie zachodzi nierówno±¢ hV,D(P ) ≥ O(1) dla wszystkich punktów P
poza no±nikiem D (je±li P /∈ Supp(D), to istnieje P /∈ Supp(Hi) dla pew-
nego i oraz P /∈ Supp(D + Hi) i korzystamy z podanego wy»ej rozkªadu D i
wcze±niejszych oblicze«). Ponadto zauwa»my, »e no±nik dywizora D ∈ Div(V )
jest zbiorem domkni¦tym. Baza B(|D|) =

⋂
D′∈|D| Supp(D′) zupeªnego sys-

temu liniowego |D| jest zbiorem domkni¦tym. Istnieje zatem sko«czony zbiór
dywizorów {D1, . . . , Ds} ∈ |D| taki, »e B(|D|) =

⋂s
i=1 Supp(Di). Ponadto

hV,D = hV,Di + O(1) i je±li P ∈ Supp(D), ale P /∈ B(|D|), to istnieje i takie,
»e P /∈ Supp(Di). Zachodzi zatem wzór:

hV,D(P ) ≥ O(1)

dla dowolnego P ∈ (V \B(|D|))(K).
(f) Niech dany b¦dzie dywizor szeroki D ∈ Div(V ). Wówczas istnieje liczba

naturalna m taka, »e mD jest bardzo szeroki. Wówczas z addytowno±ci:

hV,mD = mhV,D + C

dla pewnej staªej C niezale»nej od P ∈ V (K). Otrzymujemy równowa»no±¢:

hV,mD(P ) ≤ B ⇔ hV,D(P ) ≤ B − C
m

.

Wystarczy zatem udowodni¢ nierówno±¢ dla dywizorów bardzo szerokich. Przy-
pu±¢my zatem, »e D jest bardzo szeroki i stowarzyszone jest z nim zanurzenie
φ : V ↪→ Pn i dla dowolnej hiperpªaszczyzny H w Pn φ∗H ∼ D. Z wªasno±ci
(a) i (b) dostajemy:

hV,D = hV,φ∗H = hPn,H ◦ φ+O(1) = h ◦ φ+O(1).

Wystarczy pokaza¢, »e istnieje sko«czenie wiele punktów o ograniczonej wyso-
ko±ci w Pn(K ′). Ta wªasno±c wynika z Twierdzenia 2.1.13.
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Wniosek 2.1.19. Niech A b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡ zde�niowan¡ nad cia-
ªem liczbowym K oraz niech D ∈ Div(A) b¦dzie dywizorem na A.

(i) Niech m b¦dzie liczb¡ caªkowit¡, a P ∈ A(K), wówczas:

hA,D([m]P ) =
m2 +m

2
hA,D(P ) +

m2 −m
2

hA,D(−P ) +O(1),

gdzie O(1) jest staª¡ niezale»n¡ od P .

W szczególno±ci je±li [−1]∗D ∼ D (D jest dywizorem symetrycznym), to:

hA,D([m]P ) = m2hA,D(P ) +O(1).

(ii) Je±li D jest dywizorem symetrycznym, to dla dowolnych dwóch punktów
P,Q ∈ A(K):

hA,D(P +Q) + hA,D(P −Q) = 2hA,D(P ) + 2hA,D(Q) +O(1).

Dowód. (a)Ze wzoru Mumforda (Twierdzenie 4.2.20) wynika:

[m]∗D ∼ m2 +m

2
D +

m2 −m
2

[−1]∗D.

Korzystaj¡c z Twierdzenia 2.1.18 dostajemy równo±ci:

hA,D([m]P )
(b)
= hA,[m]∗D(P ) +O(1)

(d)
= h

A,m
2+m
2

D+m2−m
2

[−1]∗D
(P ) +O(1)

(c)
=
m2 +m

2
hA,D(P ) +

m2 −m
2

hA,[−1]∗D(P ) +O(1)

(b)
=
m2 +m

2
hA,D(P ) +

m2 −m
2

hA,D(−P ) +O(1).

Ponadto zauwa»my, »e je±li [−1]∗D ∼ D, to hA,D ◦ [−1] = hA,D + O(1) i
dostajemy wówczas hA,D([m]P ) = m2hA,D(P ) +O(1).

(b) Rozwa»my mor�zmy σ, δ, π1, π2 : A × A → A zde�niowane w Twier-
dzeniu 4.2.22. Wówczas na mocy tego twierdzenia dla dowolnego dywizora
D ∈ Div(A) zachodzi relacja:

σ∗D + δ∗D ∼ 2π∗1D + 2π∗2D

w grupie Div(A×A). Na mocy Twierdzenia 2.1.18 mamy zatem:

hA×A,σ∗D(P,Q) + hA×A,δ∗D(P,Q)
(c),(d)

= 2hA×A,π∗1D(P,Q) + 2hA×A,π∗2 (P,Q) +O(1),

hA,D(σ(P +Q)) + hA,D(δ(P,Q))
(b)
= 2hA,D(π1(P,Q)) + 2hA,D(π2(P,Q)) +O(1),

hA,D(P +Q) + hA,D(P −Q) = 2hA,D(P ) + 2hA,D(Q) +O(1).
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Wysoko±¢ kanoniczna

Skonstruujemy teraz pewn¡ szczególn¡ funkcj¦ wysoko±ci stowarzyszon¡ z dy-
wizorem. W zastosowaniach do twierdzenia Mordella-Weila najbardziej przy-
datna b¦dzie konstrukcja daj¡ca wysoko±¢, która b¦dzie form¡ kwadratow¡ na
kracie punktów wymiernych (modulo punkty torsyjne).

Twierdzenie 2.1.20 (Néron, Tate). Niech V b¦dzie gªadk¡ rozmaito±ci¡ rzu-
tow¡ zde�niowan¡ nad ciaªem liczbowym K oraz D ∈ Div(V ) pewnym dywizo-
rem. Niech dany b¦dzie φ : V → V , mor�zm taki, »e:

φ∗D ∼ αD

dla pewnego α > 1 caªkowitego. Wówczas istnieje jedyna funkcja (zwana wy-

soko±ci¡ kanoniczn¡ na V ) stowarzyszona z mor�zmem φ i dywizorem D:

ĥV,φ,D : V (K)→ R,

speªniaj¡ca nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(i) ĥV,φ,D(P ) = hV,D(P ) +O(1) dla wszystkich P ∈ V (K).

(ii) ĥV,φ,D(φ(P )) = αĥV,φ,D(P ) dla wszystkich P ∈ V (K). Wysoko±¢ kano-
niczna zale»y tylko do klasy liniowej równowa»no±ci dywizora D. Ponadto
zachodzi wzór:

ĥV,φ,D(P ) = lim
n→∞

1

αn
hV,D(φn(P )),

gdzie φn = φ ◦ . . . ◦ φ.

Dowód. Z wªasno±ci (b),(c) i (d) Twierdzenia 2.1.18 dostajemy równo±¢:

hV,D(φ(Q)) = αhV,D(Q) + C (2.8)

dla wszystkich Q ∈ V (K) i pewnej staªej C ∈ R. Poka»emy teraz, »e ci¡g
{an(P )}∞n=1 o wyrazie ogólnym:

an(P ) =
1

αn
hV,D(φn(P ))

jest zbie»ny (udowodnimy, »e jest ci¡giem Cauchy'ego). Dla n ≥ m:∣∣∣∣ 1

αn
hV,D(φn(P )) − 1

αm
hV,D(φm(P ))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

i=m+1

1

αi
(
hV,D(φi(P ))− αhV,D(φi−1(P ))

)∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=m+1

1

αi
∣∣hV,D(φi(P ))− αhV,D(φi−1(P ))

∣∣
≤

n∑
i=m+1

1

αi
C(

α−m − α−n

α− 1

)
C,
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gdzie ostatnia nierówno±¢ wynika ze wzoru (2.8) dla Q = φi−1(P ), a przed-
ostatnia z nierówno±ci trójk¡ta. Wybieraj¡c dowolny punkt P ∈ V (K) i ε > 0
zawsze znajdziemy takie N < n ≤ m, »e |an(P ) − am(P )| < ε. Skoro ci¡g
{an(P )}∞n=1 jest zbie»ny to mo»emy zde�niowa¢ jego granic¦:

ĥV,φ,D(P ) = lim
n→∞

1

αn
hV,D(φn(P ))

dla dowolnego P ∈ V (K). Ponadto kªad¡c w powy»szej nierówno±ci m = 0 i
bior¡c granic¦ przy n→∞ dostajemy nierówno±¢:∣∣∣ĥV,φ,D(P )− hV,D(P )

∣∣∣ ≤ C

α− 1
,

co dowodzi podpunktu (i).
(ii) Z de�nicji wysoko±ci kanonicznej jako granicy mamy:

ĥV,φ,D(φ(P )) = lim
n→∞

1

αn
hV,D(φn(φ(P )))

= lim
n→∞

α

αn+1
hV,D(φn+1(P ))

= αĥV,φ,D(P ).

(Jedyno±¢ wysoko±ci kanonicznej) Przypu±¢my, »e dla ustalonego dywizora
D ∈ Div(V ) i mor�zmu φ : V → V speªniaj¡cych zaªo»enia twierdzenia istniej¡
dwie funkcje ĥ i ĥ′ o wªasno±ciach (i) i (ii). Wówczas istnieje staªa C taka, »e:

g(P ) = ĥ(P )− ĥ′(P ) = C

dla dowolnych P ∈ V (K). Z wªasno±ci (ii) mamy g◦φ = αg. Iteruj¡c dostajemy
g ◦ φn = αng. Zatem:

|g(P )| = |g(φn(P ))|
αn

=
|C|
αn

n→∞−−−→ 0.

To dowodzi g(P ) = 0 dla wszystkich P , w szczególno±ci ĥ = ĥ′.

Wniosek 2.1.21. Niech V b¦dzie gªadk¡ rozmaito±ci¡ rzutow¡ zde�niowan¡
nad ciaªem liczbowym K oraz niech dany b¦dzie mor�zm φ : V → V speªniaj¡cy
dla ustalonych dywizorów D1, D2 warunki φ∗Di ∼ αDi (i = 1, 2) dla pewnego
α > 1. Wówczas:

(i) ĥV,φ,D1+D2 = ĥV,φ,D1 + ĥV,φ,D2

(ii) Je±li D1 ∼ D2, to ĥV,φ,D1 = ĥV,φ,D2

Dowód. (i) Na mocy Twierdzenia 2.1.20 i addytywno±ci wysoko±ci stowarzy-
szonej z dywizorem istnieje staªa C taka, »e:

ĥV,φ,D1+D2 − (ĥV,φ,D1 + ĥV,φ,D2) = C.

Korzystaj¡c z wªasno±ci (ii) Twierdzenia 2.1.20 dostajemy:

ĥV,φ,D1+D2 − (ĥV,φ,D1 + ĥV,φ,D2) =
C

αn

dla dowolnego n. Przechodz¡c z n → ∞ dostajemy tez¦. (ii) Na mocy Twier-
dzenia 2.1.18 hV,D1 = hV,D2 + C dla pewnej staªej C. Korzystaj¡c ponownie
z wªasno±ci (i) Twierdzenia 2.1.20 i argumentuj¡c jak w podpunkcie (i) dosta-
jemy tez¦.
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Twierdzenie 2.1.22. Niech φ : V → V b¦dzie mor�zmem gªadkiej rozmaito±ci
rzutowej zde�niowanej nad ciaªem liczbowym K. Niech D ∈ Div(V ) b¦dzie
szerokim dywizorem takim, »e φ∗D ∼ D dla pewnego α > 1 i niech ĥV,φ,D b¦dzie

stowarzyszon¡ wysoko±ci¡ kanoniczn¡. Wówczas ĥV,φ,D(P ) ≥ 0 dla dowolnego
P ∈ V (K) oraz:

ĥV,φ,D(P ) = 0⇔ {P, φ(P ), . . . , φn(P ), . . .} jest zbiorem sko«czonym.

Dowód. Z de�nicji dywizora D istnieje taka liczba naturalna k ∈ N, »e kD
jest bardzo szeroki, czyli nie ma punktów bazowych, a zatem z konstrukcji w
Twierdzeniu 2.1.18 wynika, »e hV,kD(P ) ≥ 0 dla wszystkich P ∈ V (K). Za-

tem z de�nicji wysoko±ci kanonicznej ĥV,φ,kD(P ) ≥ 0. Wniosek 2.1.21 poci¡ga

równo±¢ ĥV,φ,kD(P ) = kĥV,φ,D(P ), zatem ĥV,φ,D(P ) ≥ 0.
Udowodnimy teraz równowa»no±¢. Niech P ∈ V (K). Przypu±¢my, »e zbiór

{P, φ(P ), . . . , φn(P ), . . .} jest sko«czony. Wówczas ci¡g {φn(P )}∞n=1 powta-
rza si¦, co poci¡ga, »e ci¡g {hV,D(φn(P ))}∞n=1 jest ograniczony. Z de�nicji

ĥV,φ,D(P ) = limn→∞
1
αnhV,D(φn(P )) = 0.

Z drugiej strony przypu±¢my, »e ĥV,φ,D(P ) = 0 dla pewnego P ∈ V (K).
Mamy równo±¢

hV,D(φn(P )) = ĥV,φ,D(φn(P )) +O(1) = αnĥV,φ,D(P ) +O(1) = O(1)

dla dowolnego n ≥ 1. Mo»emy bez utraty ogólno±ci przyj¡¢, »e P ∈ V (K) oraz
D i φ s¡ zde�niowane nad K, zast¦puj¡c K jego sko«czonym rozszerzeniem.
Wówczas φn(P ) ∈ V (K) dla dowolnego n. Istnieje staªa B taka, »e:

Oφ(P ) =
{
P, φ(P ), . . . , φk(P ), . . .

}
⊂ {Q ∈ V (K)|hV,D(Q) ≤ B} = OK(B).

Twierdzenie 2.1.18, podpunkt (f) implikuje, »e zbiór OK(B) jest sko«czony, co
poci¡ga, »e zbiór Oφ(P ) jest sko«czony.

Twierdzenie 2.1.23 (Néron,Tate). Niech A b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡ zde-
�niowan¡ nad ciaªem liczbowym K oraz niech D ∈ Div(A) b¦dzie dywizorem
symetrycznym ([−1]∗D ∼ D). Wówczas istnieje funkcja:

ĥA,D : A(K)→ R,

(nazywana wysoko±ci¡ kanoniczn¡ na rozmaito±ci A wzgl¦dem dywizora
D). Speªnia ona nast¦puj¡ce warunki:

(i) ĥA,D(P ) = hA,D(P ) +O(1) dla wszystkich P ∈ A(K).

(ii) Dla dowolnej liczby caªkowitej m ∈ Z, zachodzi wzór:

ĥA,D([m]P ) = m2ĥA,D(P )

dla wszystkich P ∈ A(K)

(iii) Zachodzi prawo równolegªoboku:

ĥA,D(P +Q) + ĥA,D(P −Q) = 2ĥA,D(P ) + 2ĥA,D(Q)

dla dowolnych P,Q ∈ A(K).
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(iv) Wysoko±¢ kanoniczna ĥA,D : A(K) → R jest form¡ kwadratow¡ nad Z.
Stowarzyszone z ni¡ odwzorowanie dwuliniowe 〈·, ·〉D : A(K)×A(K)→ R
ma posta¢:

〈P,Q〉D =
ĥA,D(P +Q)− ĥA,D(P )− ĥA,D(Q)

2
.

(v) Wysoko±¢ kanoniczna ĥA,D zale»y tylko od wyboru dywizora D i wªasno±ci
(i) oraz wªasno±ci (ii) dla dowolnie ustalonej liczby m ≥ 2.

Dowód. Niech φ = [2] oraz V = A. Z Twierdzenia 4.2.20 dostajemy φ∗D ∼
4D i stosuj¡c Twierdzenie 2.1.20 mo»emy skonstruowa¢ wysoko±¢ kanoniczn¡
stowarzyszon¡ z mor�zmem φ = [2]:

ĥA,D(P ) = lim
n→∞

1

4n
hA,D([2n]P ).

Ponadto Twierdzenie 2.1.20 implikuje równo±ci ĥA,D = hA,D+O(1) oraz ĥA,D◦
[2] = 4ĥA,D. Zatem zachodz¡ wªasno±ci (i) i (ii) dla m = 2. Z Wniosku 2.1.19
wynika, »e wysoko±¢ Weila hA,D speªnia wªasno±ci:

hA,D([m]Q) = m2hA,D(Q) + C

dla staªej C i dowolnego punktu Q ∈ A(K). Kªad¡c Q = [2]nP i dziel¡c
obustronnie przez 4n oraz bior¡c granic¦ przy n→∞ dostajemy:

ĥA,D([m]P ) = lim
n→∞

1

4n
hA,D([2nm]P )

= lim
n→∞

1

4n
(
m2hA,D([2n]P ) + C

)
= m2ĥA,D(P ).

W celu udowodnienia wªasno±ci (iii) stosujemy ponownie Wniosek 2.1.19.
Zast¦pujemy P i Q w prawie równolegªoboku przez [2n]P i [2n]Q odpowiednio,
dzielimy przez 4n i przechodzimy do granicy z n→∞.

Wªasno±¢ (iv) wynika z (iii) oraz Lematu 4.1.2.
Wªasno±¢ (v) wynika z Twierdzenia 2.1.20, bo ĥA,D jest wysoko±ci¡ kano-

niczn¡ wzgl¦dem dowolnego mor�zmu [m] : A→ A dla m ≥ 2.

Rozszerzanie odwzorowa« dwuliniowych

Poka»emy teraz w jaki sposób rozszerzy¢ form¦ kwadratow¡ ĥA,D : A(K)→ R
do dodatnio okre±lonej formy kwadratowej okre±lonej na przestrzeni liniowej
A(K)⊗Z R.

B¦dziemy rozwa»a¢ Z-moduª M , na którym okre±lona jest symetryczna
forma dwuliniowa g : M ×M → R.

De�nicja 2.1.24 (J¡dro symetrycznej formy dwuliniowej). Niech dana b¦dzie
symetryczna forma dwuliniowa g : M ×M → L o warto±ciach w Z-module L.
Moduª:

N = {x ∈M |g(x, y) = 0 dla dowolnego y ∈M}

nazywamy j¡drem symetrycznej formy dwuliniowej g.
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Forma dwuliniowa g indukuje zatem odwzorowanie dwuliniowe g na module
ilorazowym M := M/N :

g : M → R

g(m1,m1) = g(m1,m2).

Zauwa»my, »e j¡dro g jest zerowe oraz je±li x ∈ M jest elementem torsyj-
nym, to istnieje naturalne n takie, »e nx = 0,czyli nx ∈ N . Wówczas:

ng(x, y) = g(nx, y) = 0 dla dowolnego y ∈M,

a skoro g przyjmuje warto±ci w R, to g(x, y) = 0 dla dowolnego y ∈M . Zatem:

g(x, y) = 0

dla dowolnych y ∈M , wi¦c x nale»y do j¡dra g, które jest zerowe. St¡d wynika,
»e cz¦±¢ torsyjna moduªu M jest grup¡ trywialn¡ (ponadto torsja moduªu M
zawarta jest w j¡drze g).

Odwzorowanie kanoniczne:

φ : M →MR = M ⊗Z R

φ : m 7→ m⊗ 1

jest injekcj¡ (je±li φ(m) = 0, tom jest torsyjny lub 0, ale torsjaM jest zerowa).
Ponadto mo»emy nada¢ moduªowiM⊗ZR naturaln¡ struktur¦ przestrzeni

liniowej de�niuj¡c mno»enie przez skalar jako:

α ·m⊗ x = m⊗ (αx)

i rozszerzaj¡c je liniowo na sumy dowolnych elementów postaci m⊗ x.

Stwierdzenie 2.1.25. Niech K ⊂ M b¦dzie Z moduªem sko«czenie genero-
wanym w module beztorsyjnym M okre±lonym wy»ej. Wówczas obci¦cie formy
dwuliniowej g : M ×M → R do K(który jest automatycznie moduªem wolnym
z twierdzenia klasy�kacyjnego dla grup abelowych) rozszerza si¦ jednoznacznie
do formy dwuliniowej na KR.

Dowód. Niech {ei}ni=1 b¦dzie baz¡ wolnego moduªu K (odpowiada jej baza
liniowa przestrzeni KR postaci {ei ⊗ 1}ni=1). Wówczas de�niujemy:

gij := g(ei, ej).

Okre±lamy rozszerzenie:

gR

 n∑
i=1

ei ⊗ xi,
n∑
j=1

ej ⊗ xj

 :=

n∑
i=1

n∑
j=1

xixjgij .

Odwzorowanie gR jest symetryczn¡ form¡ dwuliniow¡ na KR oraz je±li uto»-
samimy obraz K → KR : k → k⊗ 1 kanonicznego izomor�zmu z moduªem K,
to:

gR(k ⊗ 1, l ⊗ 1) = g(k, l). (2.9)

Ponadto je±li hR jest innym rozszerzenim obci¦cia g do K speªniaj¡cym (2.9),
to z liniowo±ci wynika, »e hR = gR.
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Niech M
′
b¦dzie sko«czenie generowanym podmoduªem w M (jest zatem

wolny). Zauwa»my, »e inkluzja i : M
′ → M indukuje odwzorowanie i ⊗ id :

M
′ ⊗Z Q→M ⊗Z Q.

Fakt 2.1.26. Homomor�zm i⊗ id Z-moduªów jest injekcj¡

Dowód. Niech
∑

imi ⊗ ai
bi

= 0 w M ⊗Q. Skoro M ′ jest wolny, to:

mi =
∑
k

cikek,

gdzie {ek}nk=1 jest baz¡ woln¡. Wówczas:∑
i

∑
k

cikek ⊗
ai
bi

= 0

∑
k

ek ⊗

(∑
i

cikai
bi

)
= 0.

Istnieje m caªkowite takie, »e je±li Ak =
∑

i
cikai
bi

, to Akm ∈ Z. Wówczas:∑
k

ek ⊗Z (Akm) = 0(∑
k

(Akm)ek

)
⊗Z 1 = 0.

Skoro M jest beztorsyjny, to
∑

k(Akm)ek = 0 w M i w M
′
. Skoro M

′
jest

wolny, to Akm = 0 dla dowolnego k, st¡d Ak = 0 dla wszystkich k (bo m 6= 0).

Zatem element
∑

imi ⊗ ai
bi

= 0 w M
′ ⊗Z Q.

Zauwa»my, »e
(M
′ ⊗Z Q)⊗Q R ∼= M

′ ⊗Z R.

Skoro zachodzi inkluzja M
′

Q ⊂ MQ, to zachodzi te» M
′

R ⊂ MR. Implikuje to
równo±¢ zbiorów:

M ⊗Z R =
⋃

M
′⊂M

M
′ ⊗Z R,

gdzie suma jest po sko«czenie generowanych moduªach.
ModuªM⊗ZR wyposa»amy w topologi¦ �naln¡ (topologi¦ granicy prostej)

pochodz¡c¡ od rodziny inkluzji:

f
M
′ : M

′ ⊗Z R ↪→M ⊗Z R

indeksowan¡ wszystkimi sko«czenie generowanymi podmoduªamiM
′
wM . To-

pologia na V = M
′⊗Z R pochodzi z topologii naturalnej indukowanej przez R

na V ∼= Rn dla pewnego n. Zbiór U jest otwarty wM⊗ZR wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego sko«czenie generowanego podmoduªu M

′ ⊂M f−1

M
′ (U) jest

otwarty w M
′ ⊗Z R.

Powy»sza równo±¢ i jednoznaczno±¢ rozszerzenia formy g (Stwierdzenie

2.1.25) implikuj¡, »e rozszerzenia gR na prz¦ci¦ciach M (1)R ∩M (2)R ró»nych

par sko«czenie generowanych podmoduªów M (1),M (2) ⊂ M pokrywaj¡ si¦.
Zatem istnieje jedyne rozszerzenie formy g na M do formy gR na MR.
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Twierdzenie 2.1.27. Niech g : M ×M → R b¦dzie symetryczn¡ form¡ dwuli-
niow¡ nad Z. Wówczas je±li N jest j¡drem odwzorowania g orazM = M/N , to
istnieje jedyne rozszerzenie gR formy dwuliniowej g : M ×M → R na M ⊗ZR.

Uwaga 2.1.28. Analogiczne twiedzenie zachodzi je±li zbiór liczb rzeczywistych
R zast¡pimy liczbami wymiernymi Q.

Fakt 2.1.29. Niech forma g : M × M → R b¦dzie dodatnio okre±lona, tj.
g(x, x) > 0 dla x ∈M \ {0}. Wówczas gR(x, x) ≥ 0 dla x ∈MR.

Dowód. Zauwa»my najpierw, »e inkluzja Q ⊂ R indukuje MQ ⊂MR.
Niech x ∈ MQ, wówczas istnieje m ∈ Z takie, »e mx ∈ M (uto»samiamy

M z obrazem przez kanoniczn¡ injekcj¦ M → MQ). Zatem m2gQ(x, x) =
gQ(mx,mx) = g(mx,mx) > 0, a st¡d gQ(x, x) > 0.

Zauwa»my, »e funkcja f(x) = gR(x, x) jest ci¡gªa w topologii �nalnej na

M ⊗ R, poniewa» jej obci¦cie do M ′ ⊗ R jest ci¡gªe.
W takim razie z inkluzji MQ ⊂MR i ci¡gªo±ci otrzymujemy, »e

gR(x, x) ≥ 0.

Lemat 2.1.30. Forma dwuliniowa gR jest dodatnio okre±lona na MR wtedy i
tylko wtedy, gdy dla dowolnego sko«czenie generowanego podmoduªu M

′ ⊂ M
i dowolnej staªej C > 0 zbiór:{

x ∈M ′ | gR(x, x) ≤ C
}

jest sko«czony.

Dowód. Bez utraty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »eM jest sko«czenie generowa-
nym moduªem. Kanoniczna injekcja i : M →MR : m 7→ m⊗ 1 pozwala uto»-
sami¢ M z krat¡ generowan¡ przez obraz moduªu w MR. Krata w sko«czenie
generowanej przestrzeni liniowej nad R jest dyskretna, wi¦c w ograniczonym
otoczeniu zera w przestrzeni liniowej MR istnieje sko«czenie wiele punktów
kratowych. Je±li gR jest dodatnio okre±lone , to zbiór z tezy jest sko«czony dla
dowolnego C > 0.

Zaªó»my teraz, »e gR nie jest dodatnio okre±lona. Gdyby istniaªo niesko«-
czenie wiele x ∈ MR takich, »e gR(x, x) < 0 to zbiór

{
x ∈M |gR(x, x) ≤ C

}
byªby niesko«czony. Niech zatem forma gR b¦dzie nieujemnie okre±lona. Ist-
nieje y ∈MR \ {0} takie, »e gR(y, y) = 0. Z twierdzenia Cauchy'ego-Schwarza
(dla form dwuliniowych nieujemnie okre±lonych):

0 ≤ |gR(x, y)|2 ≤ gR(x, x) · gR(y, y)

dla dowolnego x ∈MR wynika, »e y nale»y do j¡dra formy gR.
Zauwa»my, »e obci¦cie formy gR do kraty i(M) ma trywialne j¡dro. Zatem

y /∈MQ (bior¡c naturaln¡ inkluzj¦ MQ ⊂MR indukowan¡ przez Q ↪→ R).
Wybieramy baz¦ {ei}ri=1 w M . Obraz i({ei}ri=1) = {ei ⊗ 1} jest baz¡ w

MR. Dla ka»dego n ∈ N istnieje takie yn ∈ i(M), »e wspóªrz¦dne

yn − ny
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nale»¡ do przedziaªu [0, 1] (wybieramy pewn¡ baz¦ w MR ∼= Rr i wspóªrz¦dne
xi). Elementy yn − ny nale»¡ do zwartej kostki:{

r∑
i=1

αixi | 0 ≤ αi ≤ 1

}
.

Z drugiej strony:
gR(yn − ny, yn − ny) = gR(yn, yn),

gdy» y nale»y do j¡dra gR.
Odwzorowanie f(x) = gR(x, x) jest ci¡gªe, zatem ograniczone na zwartej

kostce zde�niowanej powy»ej. Skoro y /∈MQ, to zbiór {yn|n ∈ N} jest niesko«-
czony i zawarty w zbiórze: {

x ∈M |gR(x, x) ≤ C
}
.

Twierdzenie 2.1.31. Niech A b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡ nad ciaªem licz-
bowym K. Je±li D ∈ Div(A) jest szerokim dywizorem symetrycznym, to sto-
warzyszona z nim kanoniczna wysoko±¢ ĥ = ĥA,D : A(K) → R rozszerza si¦

jednoznacznie do dodatnio okre±lonej formy kwadratowej ĥR : A(K)⊗ZR→ R
nad R. Dokªadniej, istnieje jedyny iloczyn skalarny 〈·, ·〉R : (A(K) ⊗Z R) ×
(A(K)⊗Z R)→ R taki, »e:

ĥ(P ) = 〈P ⊗ 1, P ⊗ 1〉

dla dowolnego P ∈ A(K).
Ponadto ĥ(P ) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy P jest punktem torsyjnym w

A(K).

Dowód. Z Twierdzenia 2.1.23 wynika, »e na Z-module A(K) istnieje odwzoro-
wanie dwuliniowe 〈·, ·〉 : A(K)×A(K)→ R symetryczne i nieujemnie okre±lone
(〈P, P 〉 ≥ 0 dla dowolnego P ∈ A(K)).

Udowodnimy teraz, »e ĥA,D(P ) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy P jest tor-
syjny w A(K).

Niech P ∈ A(K). Twierdzenie 2.1.22 zastosowane do φ = [2] i V = A oraz
dywizora D implikuje, »e ĥA,D(P ) ≥ 0 i równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy punkt zbioru OP = {P, [2]P, . . . , [2n]P, . . .} jest sko«czony. Je±li zbiór OP
jest sko«czony, to istniej¡ k, n naturalne takie, »e [2k]P = [2k+n]P , co poci¡ga
[2k+n − 2k]P = O, czyli punkt P jest torsyjny. Z drugiej strony je±li punkt
P jest rz¦du n i NWD(n, 2) = 1, to z twierdzenia Eulera 2φ(n) ≡ 1(mod n).
Wówczas [2φ(n)]P = P i zbiór OP jest sko«czony. Je±li natomiast n = 2kr
dla pewnego k > 0 i NWD(r, 2) = 1, to z twierdzenia Eulera wiemy, »e
2φ(r) ≡ 1(mod r, czyli istnieje m naturalne takie, »e (2φr − 1) = rm oraz
2k(2φr − 1) = 2krm = nm. W takim razie [2k(2φr − 1) + 1]P = P , co poci¡ga
sko«czono±¢ zbioru OP .

Obliczmy teraz j¡dro N odwzorowania dwuliniowego na A(K):

N =
{
P ∈ A(K) | 〈P,Q〉 = 0 dla dowolnego Q ∈ A(K)

}
.

Je±li P ∈ N , to w szczególno±ci 0 = 〈P, P 〉 = ĥA,D(P ), co poci¡ga, »e P
jest punktem torsyjnym, czyli N ⊂ A(K)tors. Wiemy ponadto, »e z wªasno±ci
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odwzorowania dwuliniowego 〈·, ·〉 wynika, »e A(K)tors ⊂ N , st¡d A(K)tors =
N .

Ci¡g dokªadny:

A(K)tors → A(K)→ A(K)/A(K)tors → 0

tensorujemy z prawej strony R i korzystamy z prawej dokªadno±ci operacji
tensorowania. Skoro A(K)tors ⊗Z R = 0, to dostajemy izomor�zm:

A(K)⊗Z R ∼= (A(K)/A(K)tors)⊗Z R. (2.10)

Ponadto w notacji Twierdzenia 2.1.27 M = A(K) oraz N = A(K)tors, wi¦c
M = M/N = A(K)/A(K)tors i izomor�zm (2.10) implikuje, »eMR ∼= M⊗ZR.
Zatem na mocy Twierdzenia 2.1.27 istnieje jedyne rozszerzenie formy dwuli-
niowej 〈·, ·〉 na A(K) do formy dwuliniowej 〈·, ·〉R na A(K)⊗Z R. Konstrukcja
z Twierdzenia 2.1.23 oraz Fakt 2.1.29 gwarantuj¡ nam, »e forma 〈·, ·〉R jest
nieujemna.

Ponadto Twierdzenie 2.1.18 podpunkt (f) oraz Lemat 2.1.30 poci¡gaj¡, »e
rozszerzenie formy dwuliniowej na A(K):

〈·, ·〉R : (A(K)⊗Z R)× (A(K)⊗Z R)→ R

jest dodatnio okre±lon¡ symetryczn¡ form¡ dwuliniowa, czyli iloczynem ska-
larnym.

Z jedyno±ci rozszerzenia formy dwuliniowej 〈·, ·〉 wynika tak»e, »e:

ĥA,D(P ) = 〈P, P 〉 = 〈P ⊗ R, P ⊗ R〉R

dla dowolnego punktu P ∈ A(K).

2.2 Twierdzenie Mordella-Weila

Twierdzenie 2.2.1 (Mordell-Weil). Niech A b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡ zde-
�niowan¡ nad ciaªem liczbowym K. Wówczas grupa punktów K-wymiernych
A(K) rozmaito±ci A jest sko«czenie generowan¡ grup¡ abelow¡.

Z twierdzenia klasy�kacyjnego dla grup abelowych sko«czenie generowa-
nych otrzymujemy nast¦puj¡cy bezpo±redni wniosek.

Twierdzenie 2.2.2. Niech A b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡ zde�niowan¡ nad
ciaªem liczbowym K. Wówczas istnieje sko«czony zbiór punktów {P1, . . . , Pk}
oraz sko«czony zbiór T ⊂ A(K) takie, »e:

A(K) = T ⊕ ZP1 ⊕ . . .ZPk, (2.11)

gdzie punkty Pi s¡ niesko«czonego rz¦du, a punkty ze zbioru T s¡ sko«czonego
rz¦du w A(K).

Dowód Twierdzenia 2.2.1 oparty jest na poni»szych twierdzeniach, które
zostan¡ dowiedzione w dalszej cz¦±ci rozdziaªu.

Twierdzenie 2.2.3 (�Sªabe� twierdzenie Mordella-Weila). Niech A b¦dzie roz-
maito±ci¡ abelow¡ okre±lon¡ nad ciaªem liczbowym K. Niech m ≥ 2 b¦dzie
liczb¡ caªkowit¡. Wówczas grupa A(K)/mA(K) jest sko«czona.
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Twierdzenie 2.2.4 (O spadku na grupach abelowych). Niech G b¦dzie grup¡
abelow¡ wyposa»on¡ w form¦ kwadratow¡ (patrz De�nicja 4.1.1):

q : G→ R (2.12)

tak¡, »e zbiór {x ∈ G : q(x) ≤ C} jest sko«czony dla dowolnego C > 0 oraz
q(x) ≥ 0 dla dowolnego x ∈ G. Zaªó»my ponadto, »e grupa G/mG jest sko«-
czona dla pewnego m ≥ 2 caªkowitego. Niech funkcja |x| :=

√
q(x) speªnia

nierówno±ci:
|x± y| ≤ |x|+ |y|

oraz wªasno±¢ jednorodno±ci:

|mx| = m|x|

dla dowolnych x, y ∈ G. Wówczas grupa G jest sko«czenie generowana. Do-
kªadniej - istnieje zbiór {g1, . . . , gs} reprezentantów klas w G/mG taki, »e G
jest generowane przez zbiór:

{x ∈ G : q(x) ≤ C0} , (2.13)

gdzie C0 = maxi q(gi).

Dowód. Okre±lmy zbiór S = {x ∈ G : |x| ≤ c0}, gdzie c0 =
√
C0. Poka»emy,

»e zbiór S generuje grup¦ G. Niech x0 ∈ G. Je±li x0 ∈ S to koniec dowodu.
Przypu±¢my zatem, »e x0 ∈ G\S. W takim razie |x0| > c0. Istnieje i takie, »e:

x0 = gi +mx1 (2.14)

dla pewnego x1 ∈ G. Z nierówno±ci |x+ y| ≤ |x|+ |y| oraz |gi| ≤ c0 < |x0|:

m|x1| = |x0 − gi| ≤ |x0|+ |gi| < 2|x0| (2.15)

Poniewa» m ≥ 2, to |x1| < |x0|. Indukcyjnie dostaniemy ci¡g punktów xi
speªniaj¡cych nierówno±ci:

|x0| > |x1| > |x2| > . . . .

W grupie G istnieje tylko sko«czenie wiele punktów, dla których |x| < |x0|,
zatem dla pewnego t musi zachodzi¢ xt ∈ S, czyli x0 jest kombinacj¡ liniow¡
elementów z S.

Dowód Twierdzenia 2.2.1 przy zaªo»eniu Twierdzenia 2.2.3. Na mocy Twier-
dzenia 4.2.23 istnieje bardzo szeroki dywizor symetryczny D ∈ Div(A). Wyso-
ko±¢ kanoniczna ĥA,D : A(K)→ R posiada wszystkie wªasno±ci z Twierdzenia
2.1.31. Ponadto wªasno±¢ (f) z Twierdzenia 2.1.18 implikuje, »e:

{x ∈ A(K) : ĥA,D(x) ≤ C}

jest sko«czony dla dowolnej staªej C > 0. Zastosowanie Twierdzenia 2.2.3 oraz
Twierdzenia 2.2.4 implikuje tez¦.

Poka»emy teraz, »e 'sªabe' twierdzenie Mordella-Weila wystarczy udowod-
ni¢ dla pewnego sko«czonego rozszerzenia L ciaªa liczbowego K.
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Lemat 2.2.5. Dla dowolnego rozszerzenia sko«czonego L ciaªa K naturalnie
okre±lone odwzorowanie:

f : A(K)/mA(K)→ A(L)/mA(L) (2.16)

ma sko«czone j¡dro.

Dowód. Niech j¡dro ker f = A(K) ∩ mA(L)/mA(K). Mo»emy zaªo»y¢ po-
nadto, »e L/K jest rozszerzeniem Galois i G = Gal(L/K). Dla dowolnej war-
stwy x + mA(K) w ker f ustalmy element y ∈ A(L) taki, »e [m](y) = x.
Zde�niujmy odwzorowanie:

fx : G→ A[m](L)

fx : σ 7→ σ(y)− y.

Niech [m](y) = [m](y′) = x. Wówczas (y − y′) ∈ A[m] ⊂ A(K). Zatem dla
dowolnego σ ∈ Gal(L/K):

σ(y)− y − (σ(y′)− y′) = σ(y − y′)− (y − y′) = 0,

czyli odwzorowanie fx nie zale»y od wyboru reprezentanta y. Zbiór odwzoro-
wa« Odwz(G,A[m]) jest sko«czony, bo obie grupy s¡ sko«czone. Zatem wystar-
czy pokaza¢, »e odwzorowanie φ : ker f → Odwz(G,A[m]) takie, »e φ(x) = fx
jest injekcj¡. Przypu±¢my, »e fx = fx′ i [m](y) = x oraz [m](y′) = x′. Wówczas:

σ(y)− y = fx(σ) = fx′(σ) = σ(y′)− y′ (2.17)

dla ka»dego σ ∈ G. Ale w takim razie σ(y − y′) = y − y′ dla dowolnego
σ ∈ G, st¡d y − y′ ∈ A(K). Zatem x − x′ = [m](y − y′) ∈ mA(K), czyli x i
x′ reprezentuj¡ t¦ sam¡ klas¦ w ker f . Zatem φ jest injekcj¡ i zbiór ker f jest
sko«czony.

Mo»emy bez utraty ogólno±ci zaªo»y¢, »e A[m] ⊂ A(K) oraz µm ⊂ K.
Ciaªo, które otrzymamy nadal jest ciaªem liczbowym, bo A[m] jest zbiorem
sko«czonym, a µm zawiera wszystkie pierwiastki z jedno±ci stopnia m, czyli
sko«czenie wiele elementów.

De�nicja 2.2.6. Dla x ∈ A(K) i dowolnego σ ∈ Gal(K/K) wybieramy y ∈
A(K) takie, »e [m](y) = x. De�niujemy odwzorowanie:

t(σ, x) := σ(y)− y (2.18)

Warto±¢ t(σ, x) zale»y od x, ale nie zale»y od wyboru y (podobnie jak w do-
wodzie powy»ej dla fx).

Twierdzenie 2.2.7 (Odwzorowanie Kummera). Funkcja t(σ, x) = σ(y) − y
jest poprawnie okre±lona i de�niuje odwzorowanie dwuliniowe t : Gal(K/K)×
A(K) → A[m]. Niech L b¦dzie rozszerzeniem K powstaªym przez doª¡czenie
wspóªrz¦dnych punktów y ∈ A(K) takich, »e [m](y) ∈ A(K). Wówczas mamy
niezdegenerowane (lewostronne i prawostronne j¡dra s¡ trywialne) odwzorowa-
nie indukowane:

t : Gal(L/K)×A(K)/mA(K)→ A[m]. (2.19)

W szczególno±ci, A(K)/mA(K) jest sko«czone wtedy i tylko wtedy, gdy L jest
sko«czonym rozszerzeniem K.
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Dowód. Zauwa»my, »e [m](t(σ, x)) = [m](σ(y))−[m](y) = σ([m](y))−[m](y) =
σ(x) − x = 0, bo mor�zm [m] jest zde�niowany nad K i [m](y) = x. Dwuli-
niowo±¢ odwzorowania jest natychmiastow¡ konsekwencj¡ faktu, »e dodawa-
nie punktów na rozmaito±ci abelowej A jest zde�niowane nad ciaªem K i
σ ∈ Gal(K/K):

t(σσ′, x) = σσ′(y)− y = σ(σ′(y)− y) + (σ(y)− y)

= σ(t(σ′, x)) + t(σ, x) = t(σ′, x) + t(σ, x).

Ostatnia równo±¢ wynika z zaªo»enia t(σ′, x) ∈ A[m] ⊂ A(K). Z drugiej strony
mamy:

t(σ, x+x′) = σ(y+y′)− (y+y′) = (σ(y)−y) + (σ(y′)−y′) = t(σ, x) + t(σ, x′).

Obliczymy teraz lewe j¡dro odwzorowania t, tj.

kerl(t) = {σ ∈ Gal(K/K) : t(σ, x) = 0 dla dowolnego x ∈ A(K)}.

Zauwa»my, »e σ ∈ kerl(t) wtedy i tylko wtedy, gdy σ(y) = y dla dowolnego
y ∈ A(K) speªniaj¡cego [m](y) ∈ A(K). Z de�nicji ciaªa L wynika, »e σ ∈
Gal(K/L). Zatem kerl(t) = Gal(K/L). Analogicznie de�niujemy

kerp(t) = {x ∈ A(K) : t(σ, x) = 0 dla dowolnego σ ∈ Gal(K/K)}.

Zauwa»my, »e mA(K) ⊂ kerp(t). Poka»emy, »e zachodzi równo±¢ obu zbiorów.
Niech x ∈ kerp(t). Z de�nicji prawego j¡dra mamy σ(y) = y dla dowolnego
[m](y) = x oraz σ ∈ Gal(K/K). Ale w takim razie y ∈ A(K), zatem x ∈
mA(K). Wydzielaj¡c przez prawe i lewe j¡dro otrzymujemy niezdegenerowane
odwzorowanie dwuliniowe:

t : Gal(K/K)/Gal(K/L)×A(K)/mA(K)→ A[m]

i z zasadniczego twierdzenia teorii Galois wiemy, »e Gal(K/K)/Gal(K/L) =
Gal(L/K). Ponadto skoro odwzorowanie jest niezdegenerowane to otrzymu-
jemy injekcje:

φl : Gal(L/K)→ Hom(A(K)/mA(K), A[m])

φp : A(K)/mA(K)→ Hom(Gal(L/K), A[m])

z czego wynika, »e A(K)/mA(K) jest sko«czone wtedy i tylko wtedy, gdy
Gal(L/K) jest sko«czon¡ grup¡, czyli L jest sko«czonym rozszerzeniemK.

Ciaªo L jest zªo»eniem ciaª K(y) dla [m](y) = x ∈ A(K), wi¦c musimy
zbada¢ wªasno±ci ciaª K(y).

Twierdzenie 2.2.8. Niech x ∈ A(K) i y ∈ A(K) b¦d¡ takie, »e [m](y) = x.
Wówczas rozszerzenie K(y) jest Galois i Gal(K(y)/K) jest izomor�czna (w
sposób kanoniczny) z pewn¡ podgrup¡ grupy A[m].

Dowód. Je±li σ ∈ Gal(K/K) to (σ(y)−y) ∈ A[m] ⊂ A(K), zatem wspóªrz¦dne
wszystkich elementów sprz¦»onych z y nale»¡ doK(y). ZatemK(y) jest Galois.
Ponadto odwzorowanie:

φ : Gal(K(y)/K)→ A[m]

okre±lone wzorem φ(σ) = t(σ, x) = σ(y)−y jest injekcj¡ na mocy poprzedniego
twierdzenia.
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Redukcja rozmaito±ci abelowej i grupy formalne

W tym podrozdziale poka»emy, »e je±li liczba pierwsza p - m to istnieje taka
rozmaito±¢ abelowa Ã/Fp nad ciaªem sko«czonym, »e zachodzi inkluzja

A[m](K) ↪→ Ã(Fp).

Redukcje rozmaito±ci abelowych

De�nicja 2.2.9 (Dobra redukcja, zªa redukcja). Niech A/K b¦dzie rozmaito-
±ci¡ abelow¡ nad ciaªem i niech Rv b¦dzie pier±cieniem z waluacj¡ dyskretn¡
w K. Mówimy, »e A ma dobr¡ redukcj¦ w v je±li istnieje gªadki wªa±ciwy
([Har06, str. 100, df.]) schemat A nad Spec(Rv), którego wªókno specjalne
ASpec(k(η)) nad punktem generycznym η jest izomor�czne z A jako schemat
nad K = k(η).

Ponadto z de�nicji wynika, »e wªókno ASpec(k(v)) jest rozmaito±ci¡ abelow¡
nad k(v) (patrz [BLR90, Prop.1.4.2]).

Je»eli powy»sza sytuacja nie zachodzi, to mówimy, »e rozmaito±¢ A ma w
v zª¡ redukcj¦.

De�nicja 2.2.10 (Model rozmaito±ci abelowej). Niech A/K b¦dzie rozma-
ito±ci¡ abelow¡ nad ciaªem uªamków pier±cienia Dedekinda R i niech S =
Spec(R). Modelem A nad S jest schemat A → S (patrz De�nicja 4.1.8),
którego wªókno generyczne jest izomor�czne z A nad Spec(K).

De�nicja 2.2.11 ([BLR90, Def.1.2.1], Model Nérona). Niech R b¦dzie pier-
±cieniem Dedekinda i K = Frac(R). Niech A/K b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡
nad K. Modelem Nérona dla A nad S = Spec(R) nazywamy model A → S
dla A, który jest rozdzielony, gªadki i sko«czonego typu oraz speªnia wªasno±¢
uniwersalno±ci:

Dla dowolnego gªadkiego schematu Y → S i Spec(K)-mor�zmu uK :
YSpec(K) → A istnieje jedyny S-mor�zm u : Y → A rozszerzaj¡cy (w sen-
sie produktu rozwªóknionego) uK .

Twierdzenie 2.2.12 ([BLR90, Thm.1.4.3]). Niech A/K b¦dzie rozmaito±ci¡
abelow¡ nad K = Frac(R) (R jest pier±cieniem Dedekinda) i S = Spec(R).
Istnieje model Nérona rozmaito±ci A nad S. Ponadto je±li S′ ⊂ S zawiera
wszystkie domkni¦te punkty dobrej redukcji A oraz punkt generyczny, to S′ jest
g¦stym otwartym podschematem w S oraz A×S S′ (patrz De�nicja 4.1.9) jest
abelowym schematem nad S′, tzn. wªókna nad ka»dym punktem v domknietym
z S′ s¡ rozmaito±ciami abelowymi nad ciaªem k(v).

Przykªad 2.2.13. Je±li dana jest krzywa eliptyczna o rzutowym równaniu w
postaci Weierstrassa:

E : y2z = x3 + axz2 + bz3

i wyró»niku ∆ = 4a3 + 27b2 nad ciaªem liczbowym K, to elementy ∆, a, b
oraz ∆−1 nale»¡ do prawie wszystkich pier±cieni OK,p lokalizacji pier±cienia
liczb caªkowitych OK poza ideaªem pierwszym p. Istnieje otwarty S′ ⊂ S
taki, »e a, b,∆ przedªu»aj¡ si¦ do sekcji na OS(S′) i ∆ oraz 2 s¡ odwracalne w
O(S′). St¡d dostajemy schemat abelowy E → S′, którego wªókna s¡ krzywymi
eliptycznymi, a zatem E jest modelem Nérona dla E/K (patrz [BLR90, Prop.
1.4.2]).
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Wprowadzimy teraz elementy teorii grup formalnych, aby udowodni¢ twier-
dzenie o redukcji dla rozmaito±ci abelowych (patrz Twierdzenie 2.2.23).

Grupy formalne

De�nicja 2.2.14 (Grupa formalna). Niech dany b¦dzie pier±cie« R oraz do-
datnia liczba naturalna g. Wybieramy elementy

F1, . . . , Fg ∈ S = R[[X1, . . . , Xg, Y1, . . . , Yg]]

pier±cienia szeregów formalnych 2g zmiennych. Wówczas wektor F = (F1, . . . , Fg)
nazywamy grup¡ formaln¡ wymiaru g je±li speªnione s¡ warunki:

(i) Fi = Xi + Yi + h, gdzie h ∈ ({XiYj}i,j),

(ii) F (X,F (Y,Z)) = F (F (X,Y ), Z) dla dowolnych wektorów X,Y, Z.

(iii) Istnieje jedyny wektor i(X) = (i1(X), . . . , ig(X)) taki, »e ik(X) nie maj¡
wyrazów staªych oraz F (X, i(X)) = 0 = F (i(X), X).

Ponadto grupa formalna jest przemienna je±li speªnia warunek:

F (X,Y ) = F (Y,X).

Przykªad 2.2.15. Niech G b¦dzie grup¡ algebraiczn¡ wymiaru g nad cia-
ªem k (patrz De�nicja 4.1.21) i niech e ∈ G(k) b¦dzie elementem neutralnym.
Grupa algebraiczna jest zawsze gªadka (por. Wniosek 4.1.22), wi¦c zachodzi
równo±¢ dimk(e)(me,G/m

2
e,G) = g i generatory x1, . . . , xg przestrzeni liniowej

me,G/m
2
e,G okre±laj¡ parametry lokalne wokóª e. Ponadto uzupeªnienie pier-

±cienia lokalnego Oe,G ze wzgl¦du na ideaª maksymalny me,G jest izomor�czne
z:

k[[x1, . . . , xg]]

na mocy [Har06, Thm.5.5A]. Zachodzi inkluzja:

Oe,G ↪→ k[[x1, . . . , xg]],

która jest okre±lona przez przyporzadkowanie elementom z Oe,G rozwini¦¢ w
szereg Taylora wokóª e. Podobnie dla identyczno±ci (e, e) w grupie G × G
wybieramy parametry lokalne:

yi = xi ◦ p1 oraz zi = xi ◦ p2

dla pier±cienia O(e,e),G×G. Funkcje p1 i p2 s¡ projekcjami na pierwszy i drugi
skªadnik. Otrzymujemy inkluzj¦:

O(e,e),G×G ↪→ k[[y1, . . . , yg, z1, . . . , zg]].

Mno»enie µ : G×G→ G w grupie G indukuje homomor�zm:

µ∗ : k[[x1, . . . , xg]]→ k[[y1, . . . , yg, z1, . . . , zg]].

De�niujemy
Fi = µ∗(xi).
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Poka»emy, »e F = (F1, . . . , Fg) okre±la przemienn¡ grup¦ formaln¡ nad ciaªem
k.

Niech j1, j2 : G → G × G b¦d¡ takie, »e j1(g) = (g, e) oraz j1(g) = (e, g).
Zachodz¡ równo±ci m ◦ j1 = idG = m ◦ j2 oraz (m ◦ ji)∗ = j∗i ◦m∗. Ponadto
na poziomie pier±cieni lokalnych:

j∗1 :

{
yi 7→ xi
zi 7→ 0

i podobnie dla j∗2 zamieniaj¡c yi i zi rolami. Skoro z jednej strony (m ◦ ji)∗ =
id∗G, to:

(m ◦ ji)∗ : xi 7→ xi.

Z drugiej strony:

j∗1 ◦m∗ : xi 7→ Fi(y1, . . . , yg, z1 . . . , zg) 7→ Fi(x1, . . . , xg, 0, . . . , 0).

Zatem Fi(x1, . . . , xg, 0, . . . , 0) = xi. Analogicznie dla j2 dostajemy równo±¢
Fi(0, . . . , 0, x1, . . . , xg) = xi, a st¡d wynika ju» wªasno±¢ (i) z de�nicji grupy
formalnej.

Rozwa»my teraz dwa nast¦puj¡ce odwzorowania:

Φ1 :

{
G×G×G → G×G → G

(x, y, z) 7→ (µ(x, y), z) 7→ µ(µ(x, y), z)
,

Φ2 :

{
G×G×G → G×G → G

(x, y, z) 7→ (x, µ(y, z)) 7→ µ(x, µ(y, z))
,

które s¡ równe Φ1 = Φ2 na mocy ª¡czno±ci mno»enia µ w G. Bior¡c mapy sto-
warzyszone na poziomie pier±cieni lokalnych wokóª identyczno±ci dostaniemy
równo±ci F (X,F (Y,Z) = F (F (X,Y ), Z).

Ponadto mor�zm inv : G → G postaci inv(g) = g−1 oraz odwzorowanie
pseudodiagonalne ∆ : G → G × G okre±lone wzorem ∆(g) = (g, inv(g)) daj¡
nam zªo»enie:

Φ :

{
G

∆−→ G×G → G
g 7→ (g, inv(g)) 7→ µ(g, inv(g)) = e

.

Tak okre±lone zªo»enie daje nam równo±¢ F (X, i(X)) = 0, gdzie i(X) pochodzi
od inv∗ : k[[x1, . . . , xg]] → k[[x1, . . . , xg]]. Analogiczna równo±¢ F (i(X), X) =
0 wynika z zastosowania ∆

′
(g) = (inv(g), g). Ponadto z konstrukcji wynika,

»e i(X) nie ma wyrazów wolnych. Jedyno±¢ jest formaln¡ wªasno±ci¡. Gdyby
istniaªy dwie funkcje i(X) i j(X) speªniaj¡ce wªasno±¢ (iii), to:

i(X) = F (F (X, j(X)), i(X)) = F (F (j(X), X), i(X))

= F (j(X), F (X, i(X))) = j(X).

Je±li ponadto grupa G jest przemienna, to na mocy µ(x, y) = µ(y, x) ªatwo
wynika, »e F (X,Y ) = F (Y,X).

Przykªadowo mo»emy stowarzyszy¢ z grup¡ addytywn¡ Ga grup¦ formaln¡
FGa(X,Y ) = X+Y . Dla grupy multiplikatywnejGm otrzymujemy FGm(X,Y ) =
X + Y + XY . Obie grupy formalne s¡ jednowymiarowe i przemienne, co wy-
nika z przemienno±ci dziaªania grupowego. Pomimo nieprzemienno±ci grupy
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GL(n) dla n ≥ 2 dostajemy przemienn¡ grup¦ formaln¡ zadan¡ funkcjami
Fij(X,Y ) = Xij + Yij +

∑n
k=1XikYkj .

Dalszym celem naszych rozwa»a« b¦d¡ grupy formalne stowarzyszone z
rozmaito±ciami abelowymi.

De�nicja 2.2.16 (Homomor�zm grup formalnych). Niech F = (F1, . . . , Fg)
oraz G = (G1, . . . , Gh) okre±laj¡ dwie grupy formalne nad pewnym pier±cie-
niem R wymiaru, odpowiednio g i h.Homomor�zmem grup formalnych F
do G nad R nazywamy taki wektor f = (f1, . . . , fh), gdzie fi ∈ R[[x1, . . . , xg]]
(bez wyrazów staªych), który speªnia wªasno±¢:

G(f(X), f(Y )) = f(F (X,Y )).

Je±li istnieje ponadto f ′ = (f
′
1, . . . , f

′
g), gdzie f

′
i nie maj¡ wyrazów staªych

oraz:
f
′
(f(X)) = f(f

′
(X)) = X,

to f nazywamy izomor�zmem grup formalnych.
Zauwa»my ponadto, »e f ′ musi by¢ homomor�zmem grup formalnych:

F (f ′(X), f ′(Y )) = f ′(f(F (f ′(X), f ′(Y )))) = f ′(G(f(f ′(X)), f(f ′(Y )))) = f ′(G(X,Y )).

Lemat 2.2.17. Niech f = (f1, . . . , fn) ∈ R[[x1, . . . , xn]]n b¦dzie wektorem
szeregów formalnych takim, »e:

fi =
n∑
j=1

fijxj + (wyrazy stopnia ≥ 2).

Wyznacznik det(fij) ∈ R∗ jest odwracalny w R wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
jedyny wektor g ∈ R[[x1, . . . , xn]]n bez wyrazów staªych taki,»e:

f(g(X)) = g(f(X)) = X.

Dowód. Je±li zachodzi równo±¢ f(g(X)) = g(f(X)) = X, to istnieje macierz
A = (gij) ∈ Mn,n(R) pochodz¡ca od cz¦±ci liniowych szeregów gk taka, »e
A · (fij) = I = (fij)A, gdzie I jest macierz¡ identyczno±ciow¡. St¡d wynika, »e
(fij) jest odwracalna i det(fij) ∈ R∗.

Je±li z kolei det(fij) ∈ R∗, to konstruujemy szeregi gi indukcyjnie. Niech

g(1) = (g
(1)
1 , . . . , g

(1)
n ) b¦dzie taki, »e

g
(1)
i =

n∑
j=1

gijxj

i (gij) = (fij)
−1. Okre±lmy rodzin¦ ideaªów:

Ij := ({xi1 · . . . · xik : i1 + . . .+ ik = j})

generowanych przez wszystkie jednomiany stopnia j. W ten sposób otrzymu-
jemy ukªad kongruencji:

g(1)(f(x1, . . . , xn)) ≡ (x1, . . . , xn)(mod I2).
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Zaªó»my teraz, »e mamy skonstruowane g(m) speªniaj¡ce kongruencj¦

g(m)(f(x)) ≡ x(mod Im+1),

gdzie x = (x1, . . . , xn). Niech h(x) b¦dzie uporz¡dkowan¡ n-tk¡ wielomianów
jednorodnych stopnia m+ 1 speªniaj¡cych

g(m)(f(x))− x ≡ h(x)(mod Im+2).

Kªad¡c r(x) = h((gij)x) (gdzie x traktujemy jako wektor kolumnowy, który
mno»ymy przez macierz (gij)) mo»emy wzi¡¢

g(m+1)(x) = g(m)(x)− r(x).

Wówczas zachodzi:
g(m+1)(f(x)) ≡ x(mod Im+2).

St¡d dostajemy wektor g = (g1, . . . , gn), gdzie g ≡ g(i)(mod Ii+1) speªniaj¡cy:

g(f(X)) = X.

Z konstrukcji wynika, »e g jest jedyne takie, które speªnia relacj¦ g(f(X)) = X.
Analogicznie konstruujemy g′ takie, »e f(g′(X)) = X. Wówczas:

g(X) = g(f(g′(X))) = (g ◦ f)(g′(X)) = g′(X).

Interesuje nas teraz, kiedy homomor�zm mno»enia przez [m] okre±lony
nastepuj¡co:

[−1](X) = i(X), [0](X) = 0, [1](X) = X,

[m](X) = F (X, [m− 1](X)), [m](X) = F (i(X), [m+ 1](X))

jest izomor�zmem nad R przemiennej grupy formalnej F . �atwo sprawdzi¢
z de�nicji, »e [m](x1, . . . , xn) = m(x1 + . . . + xn) + . . . i z kryterium z Le-
matu 2.2.17 jest on izomor�zmem F w siebie wtedy i tylko wtedy, gdy m jest
odwracalne w R.

Zauwa»my teraz, »e je»eli mamy rozmaito±¢ abelow¡ A nad ciaªem liczbo-
wymK oraz norm¦ v ∈M0

K , to inkluzjaK ⊂ Kv pozwala nam rozszerzy¢ A do
rozmaito±ci nad Kv i wówczas A(K) ⊂ A(Kv). Ponadto pier±cie« liczb caªko-
witych w OK ⊂ Ov oraz Frac(Ov) = Kv i Ov jest zupeªny ze wzgl¦du na topo-
logi¦ prosko«czon¡ pochodz¡c¡ od jedynego ideaªu maksymalnego Mv ⊂ Ov.
Ciaªo reszt k = Ov/Mv ma dodatni¡ charakterystyk¦ i je±li rozmaito±¢ abelowa
A/Kv ma dobr¡ redukcj¦ w v, to schemat nad Spec(Ov), do którego przedªu»a
si¦ A ma nad jedynym punktem domkni¦tym (odpowiadaj¡cym Mv) wªókno,
które jest rozmaito±ci¡ abelow¡ Ã nad ciaªem reszt k. Z wªasno±ci dobrej re-
dukcji wynika ponadto, »e mor�zm dodawania µ : A×A→ A redukuje si¦ do
mor�zmu µ̃ : Ã× Ã→ Ã. Ponadto zachodzi nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 2.2.18. Niech R = Ov i M = Mv oraz A i Ã b¦d¡ zde�niowane jak
wy»ej. Istniej¡ parametry lokalne x1, . . . , xg wokóª identyczno±ci e w A, które
redukuj¡ si¦ do parametrów lokalnych x̃1, . . . , x̃g w ẽ na Ã. Grupa formalna
stowarzyszona z A ma skªadowe Fi ∈ R[[X1, . . . , Xg, Y1, . . . , Yg]].



ROZDZIA� 2. TWIERDZENIE MORDELLA-WEILA 43

Dowód. Redukcja grupy formalnej F = (F1, . . . , Fg) do grupy formalnej wokóª
ẽ przy zachowaniu wy»ej wskazanych parametrów lokalnych daje tez¦ (patrz
[HS00, Lemma C.2.4]).

Rozwa»anie grupy formalnej F o wspóªczynnikach w pier±cieniu lokalnym
i zupeªnym R ma t¦ zalet¦, »e pozwala zde�niowa¢ �prawdziw¡� grup¦, tj.
okre±li¢ struktur¦ grupow¡ na zbiorze punktów F (M), gdzieM jest ideaªem
maksymalnym w R. Zbie»no±¢ szeregów po podstawieniu elementów zM b¦-
dzie wynika¢ z de�nicji topologii M-adycznej na R, tj. limn→∞ xn = x ∈ R
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego k istnieje nk takie, »e dla n > nk
x− xn ∈Mk.

De�nicja 2.2.19 (Grupa stowarzyszona z grup¡ formaln¡). Niech F b¦dzie
przemienn¡ grup¡ formaln¡ wymiaru g okre±lon¡ nad zupeªnym pier±cieniem
lokalnym R z ideaªem maksymalnym M. Grup¡ stowarzyszon¡ z F nad
R i oznaczan¡ przez F (M) nazywamy zbiór Mg wektorów wyposa»onych w
prawo dodawania:

+F :Mg ×Mg →Mg,

X +F Y := F (X,Y ).

Poprawno±¢ okre±lenia tego dziaªania oraz jego wªasno±ci grupowe wynikaj¡ z
de�nicji grupy formalnej oraz wspomnianych wªasno±ci topologiiM-adycznej.

W szczególno±ci zachodzi wªasno±¢.

Stwierdzenie 2.2.20. Niech R iM b¦d¡ okre±lone jak wy»ej i niech ciaªo reszt
k = R/M ma charakterystyk¦ równ¡ p > 0. Niech F b¦dzie przemienn¡ grup¡
formaln¡ nad R. Wówczas grupa punktów l-torsyjnych w F (M) jest trywialna
o ile p - l.

Dowód. Je±li p - l , to l ∈ R∗ i [l] jest izomor�zmem grupy formalnej F w siebie,
a zatem jest automor�zmem grupy F (M). St¡d j¡dro [l] : F (M) → F (M)
jest trywialne.

Specjalizujemy teraz sytuacj¦ do przypadku, gdy mamy dan¡ norm¦ v ∈
M0
K dla ciaªa liczbowegoK i otrzymujemy uzupeªnienieKv/Qp, sko«czone roz-

szerzenie ciaªa liczb p-adycznych dla pewnego p. Otrzymujemy zupeªny pier-
±cie« lokalny Rv = {x ∈ Kv : |x|v ≥ 0} i Mv = {x ∈ Kv : |x|v > 0} oraz
ciaªo reszt k(v) = Rv/Mv. Rozszerzamy dla rozmaito±ci abelowej A/K ciaªo
de�nicji i otrzymujemy A/Kv. Wówczas je±li v jest miejscem dobrej redukcji,
to istnieje gªadki i wªa±ciwy schemat A → Spec(Rv), który jest jednocze±nie
modelem Nérona dla A/Kv (patrz [BLR90, 10.3.9]). Wªasno±¢ uniwersalno±ci
modelu Nérona pozwala przedªu»y¢ dowolny punkt Spec(Kv)→ A do punktu
Spec(Rv) → A w jedyny sposób. Zamiana bazy Spec(k(v)) → Spec(Rv) (dla
równa« a�nicznych oznaczaj¡ca redukcj¦ 'modulo'Mv) da nam pewien punkt
Spec(k(v))→ Av = Ã. W ten sposób otrzymali±my odwzorowanie redukcji.

De�nicja 2.2.21 (Homomor�zm redukcji). Niech dana b¦dzie rozmaito±¢
abelowa A nad ciaªem liczbowym K oraz norma v ∈M0

K . Homomor�zmem
redukcji nazywamy odwzorowanie:

red : A(Kv) = Mor(Spec(Kv), A)→ Mor(Spec(k(v)), Ã) = Ã(k(v)),

które na mocy powy»szej dyskusji jest poprawnie okre±lone.
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Twierdzenie 2.2.22 ([HS00, Thm.C.2.6]). J¡dro

A1(Kv) := ker{red : A(Kv)→ Ã(k(v))}

jest izomor�czne z F (Mv), gdzie F jest przemienn¡ grup¡ formaln¡ nad Rv
stowarzyszon¡ z A.

Dowód. Poka»emy, »e istniej¡ dwa odwzorowania φ : F (Mv) → A1(Kv) i
ψ : A1(Kv)→ F (Mv) wzajemnie odwrotne i takie, »e φ jest homomor�zmem
grup addytywnych. Wówczas:

ψ(g + h) = ψ(φ(ψ(g)) + φ(ψ(h))) = ψ(φ(ψ(g) + ψ(h)))

= ψ(g) + ψ(h).

Zatem ψ równie» jest homomor�zmem i oba s¡ w konsekwencji izomor�zmami.
Wybierzmy teraz parametry lokalne x1, . . . , xg wokóª identyczno±ci e w A

(speªniaj¡ce warunki Lematu 2.2.18). Istnieje takie otoczenie a�niczne otwarte
U = Spec(Kv[x1, . . . , xn]/I), gdzie I ideaª zadaj¡cy relacje. Elementy xg+1, . . . , xn
mo»emy wyrazi¢ przez szeregi pot¦gowe:

xj = fj(x1, . . . , xg) ∈ Rv[[x1, . . . , xg]].

Redukcja moduloMv da nam:

x̃j = f̃j(x̃1, . . . , x̃g),

gdzie f̃j ∈ k(v)[[x̃1, . . . , x̃g]] oraz x̃1, . . . , x̃g s¡ parametrami lokalnymi wokóª ẽ
w Ã. Wówczas odwzorowanie:

φ : (X1, . . . , Xg) 7→ (X1, . . . , Xg, fg+1(X1, . . . , Xg), . . . , fn(X1, . . . , Xg))

jest odwzorowaniem ró»nowarto±ciowym (wystarczy porówna¢ pierwszych g
wspóªrzednych) oraz homomor�zmem, co wynika z zastosowania konstrukcji
grupy formalnej stowarzyszonej z rozmaito±ci¡ A.

Odwzorowanie ψ okre±lamy jako projekcj¦:

ψ : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xg).

Je±li ψ(x1, . . . , xn) = ψ(y1, . . . , yn), to xi = yi dla 1 ≤ i ≤ g i z de�nicji A1(Kv)
wynika, »e (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ U , a st¡d x1, . . . , xg s¡ parametrami
lokalnymi i xj = fj(x1, . . . , xg) dla g + 1 ≤ j ≤ n i podobnie dla yj . Zatem
zachodzi równo±¢ (x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn), czyli ψ jest ró»nowarto±ciowa, co
ko«czy dowód twierdzenia.

Twierdzenie 2.2.23. Niech A b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡ zde�niowan¡ nad
ciaªem liczbowym K i niech v b¦dzie sko«czonym miejscem K, w którym A
ma dobr¡ redukcj¦. Ciaªo reszt k̃ w v ma charakterystyk¦ p, a wªókno specjalne
oznaczamy Ã. Wtedy dla ka»degom ≥ 1 takiego, »e p nie dzielim odwzorowanie
redukcji:

A[m](K)→ Ã(k̃)

jest injekcj¡.
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Dowód. Niech K b¦dzie ciaªem liczbowym i v ∈M0
K miejscem dobrej redukcji

dla A. Inkluzja A(K) ⊂ A(Kv) poci¡ga A[m](K) ⊂ A[m](Kv). Ciaªo reszt
k(v) ma charakterystyk¦ p - m. Wówczas je±li P ∈ A[m](K), to P nie nale»y
do A1(Kv) na mocy Twierdzenia 2.2.22 i Stwierdzenia 2.2.20. Istnieje zatem
naturalna inkluzja:

A[m](K) ↪→ A[m](Kv) ↪→ Ã(k(v)).

Teoria Kummera i rozszerzenia nierozgaª¦zione

W tym rozdziale doko«czymy dowód �sªabego� twierdzenia Mordella-Weila ko-
rzystaj¡c z teorii rozszerze« nierozgaª¦zionych. Poka»emy, »e roszerzenie L/K
postaci L = K({[m]−1(x) : x ∈ A(K)}) jest Galois i sko«czonego stopnia.

Przyjmujemy ponadto konwencj¦, »e zbiór waluacji S zawsze zawieraM∞K .

De�nicja 2.2.24 (Rozszerzenie nierozgaª¦zione). Niech dane b¦dzie sko«-
czone rozszerzenie ciaª L/K rozdzielcze oraz waluacja w ∈ M0

L, która po
ograniczeniu do K jest równa v. Rozszerzenie L/K nazywamy nierozgaª¦-
zionym w waluacji w je»eli rozszerzenie ciaª reszt k(v)/k(w) jest rozdzielcze
oraz zachodzi równo±¢

[Lw : Kv] = [k(w) : k(v)].

Je±li dane jest rozszerzenie Galois ciaª liczbowych L/K oraz rozszerzenie
waluacji w|v, w ∈ M0

L i v ∈ M0
K , to mo»na pokaza¢ ([BG06, B.2.19]), »e

rozszerzenie uzupeªnie« Lw/Kv jest Galois, podobnie ciaªo reszt k(w)/k(v)
oraz istnieje surjektywny homomor�zm

ε : Gal(Lw/Kv)→ Gal(k(w)/k(v)).

Ponadto podgrupa D ⊂ Gal(L/K) elementów speªniaj¡cych σ(w) = w
nazywa si¦ grup¡ dekompozycji w nad v i jest ona izomor�czna z grup¡
Gal(Lw/Kv). J¡dro wy»ej zde�niowanego homomor�zmy ε nazywamy grup¡
inercji i przez powy»sze uto»samienia mo»emy identy�kowa¢ j¡ z pewn¡ pod-
grup¡ w Gal(L/K).

W szczególno±ci rozszerzenie ciaª liczbowych L/K jest nierozgaª¦zione dla
w|v wtedy i tylko wtedy, gdy grupa inercji dla w|v jest trywialna.

Zªo»enie wszystkich sko«czonych rozszerze« ciaªa K nierozgaª¦zionych w
v (zawartych w K) nazywa¢ b¦dziemy maksymalnym nierozgaª¦zionym roz-
szerzeniem K w v. Ka»de podrozszerzenie maksymalnego nierozgaª¦zionego
rozszerzenia K nazywa¢ b¦dziemy nierozgaª¦zionym w v.

Twierdzenie 2.2.25. Niech m ≥ 1 b¦dzie liczb¡ caªkowit¡ i niech S zawiera
zbiór miejsc, w których A ma zª¡ redukcj¦ oraz takich, które dziel¡ m. Wówczas
dla wszystkich x ∈ A(K) oraz y takich, »e [m](y) = x rozszerzenie K(y)/K(x)
jest nierozgaª¦zione poza S. Ponadto L = K({[m]−1(x) : x ∈ A(K)}) jest
nierozgaª¦zione poza S.
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Dowód. Wybierzmy punkt y ∈ A(K) taki, »e [m](y) = x i niech K ′ = K(y).
Niech ponadto v jest miejscem sko«czonym spoza S i w niech b¦dzie dowolnym
jego rozszerzeniem do K ′. Rozwa»my odwzorowanie redukcji:

A(K ′)→ Ãw(k(w)
′
).

Je±li σ ∈ Gal(K ′/K) nale»y do grupy dekompozycji w, to otrzymamy przez
redukcj¦ automor�zm σ̃ ∈ Gal(k(w)

′
/k(v)). Ponadto σ nale»y do grupy inercji

dla w wtedy i tylko wtedy, gdy σ̃ = 1. Przypu±¢my zatem, »e σ nale»y do
grupy inercji dla w. Wówczas σ̃ dziaªa trywialnie na Ãw(k(w)

′
) i σ̃(ỹ) = ỹ.

Zachodzi zatem nast¦puj¡cy ci¡g równo±ci:

t̃(σ, x) = ˜σ(y)− y = σ̃(ỹ)− ỹ = 0̃

z de�nicji t. Z poprzedniego twierdzenia wiemy, »e m-torsja A(K ′) odwzoro-
wuje si¦ injektywnie w Ãw(K̃

′
w), ale z tego wynika, »e:

t(σ, x) = 0.

W takim razie σ dziaªa trywialnie na K ′, bo σ(y) = y, czyli σ = 1. Zatem
grupa inercji dla w jest trywialna, czyli rozszerzenie K ′/K jest nierozgaª¦zione
w v. Z dowolno±ci wyboru v i w dostajemy, »e K ′ = K(y) jest nierozgaª¦zione
we wszystkich miejscach poza S.

Lemat 2.2.26. Niech ciaªo k zawiera pierwiastek pierwotny z jedynki stopnia
m. Dla α ∈ k× de�niujemy ciaªo K := k( m

√
α) i wybieramy miejsce v w k nie

dziel¡ce m. Wówczas K/k jest nierozgaª¦zione w v wtedy i tylko wtedy, gdy
ordv(α) ≡ 0(mod m).

Dowód. Wprowad¹my upraszczaj¡ce oznaczenie ω = m
√
α. Wyró»nik elementu

ω wynosi mmαm−1. Zatem wyró»nik ciaªa K/k dzieli mmαm−1. Poniewa»
ordv(m) = 0 z zaªo»enia, wiec je±li ordv(α) = 0, to K/k jest nierozgaª¦-
zione w v. Rozwa»my teraz przypadek ordv(α) > 0. Z jednej strony je±li
ordv(α) ≡ 0(mod m), to istnieje t ∈ N takie, »e ordv(α) = mt. Wybierzmy
uniformizator π dla v (tzn. ordv(π) = 1). Wówczas element β = απ−mt ma
ordv(β) = 0 i K = k( m

√
α) = k( m

√
β) i z powy»szego warunku K/k jest nie-

rozgaª¦zione w v. W drug¡ stron¦ dowód przeprowad¹my przez kontrapozycj¦.
Zaªó»my, »e ordv(α) 6≡ 0(mod m). Niech r = ordv(α) oraz p niech b¦dzie
ideaªem pierwszym w Ok odpowiadaj¡cym miejscu v. Wówczas:

αOk = prA

dla pewnego ideaªu A wzgl¦dnie pierwszego z p. Ideaª p rozªada si¦ w OK na
iloczyn pot¦g ideaªów pierwszych pOK = Be1

1 · · ·Bes
s . Wówczas:

αOK = Bre1
1 · · ·Bres

s A′

jest rozkªadem (α), gdzie ideaª A′ jest wzgl¦dnie pierwszy z Brei
i . Skoro α =

ωm, to m|rei dla wszystkich 1 ≤ i ≤ s. Ale z zaªo»enia m - r, wi¦c ei ≥ 2, czyli
K/k jest rozgaª¦zione w v.
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Wniosek 2.2.27. Niech k b¦dzie ciaªem liczbowym i µm ⊂ k oraz S zawiera
wszystkie miejsca dziel¡ce m i takie, »e pier±cie« Ok,S liczb S-caªkowitych w k
jest dziedzin¡ ideaªów gªównych. Niech K b¦dzie maksymalnym abelowym roz-
szerzeniem k o wykªadniku m, które jest nierozgaª¦zione we wszystkich miej-
scach v /∈ S. Wtedy:

• K = k((Ok,S)
1
m )=(ciaªo powstaªe przez doª¡czenie wszystkich pierwiast-

ków stopnia m z elementów O×k,S).

• Ciaªo K jest sko«czonym rozszerzeniem Galois ciaªa k i

Gal(K/k) ∼= (Z/mZ)1+r(S),

gdzie r(S) jest rang¡ grupy jedno±ci O×k,S.

Dowód. Niech K ′ = k((Ok,S)
1
m ). Poniewa» dla dowolnego v /∈ S ordv( m

√
α) =

0 dla α ∈ O×k,S (co wynika z de�nicji O×k,S), wi¦c na podstawie poprzedniego
lematu K ′ ⊂ K. Z teorii Kummera wiemy, »e K jest zªo»eniem rozszerze« po-
staci k( m

√
α) i z poprzedniego lematu mo»emy przyj¡¢, »e ordv(α) ≡ 0(mod m)

dla wszystkich v /∈ S (ordv(α) = mrv dla pewnego rv), a ponadto α jest liczb¡
algebraiczn¡ caªkowit¡. Niech v /∈ S i pv b¦dzie ideaªem pierwszym odpowia-
daj¡cym v w Ok,S . Wówczas ideaª ∏

v/∈S

prvv

jest ideaªem gªównym o generatorze β (poniewa» Ok,S jest dziedzin¡ ideaªów
gªównych z zaªo»enia). Element α′ = αβ−m nale»y do Ok,S i ordv(α

′) = 0 dla
wszystkich v /∈ S i α′ ∈ Ok,S . Zatem k( m

√
α) ⊂ K ′ i zªo»enie K rozszerze«

k( m
√
α) równie» zawiera si¦ w K ′. Wówczas odwzorowanie dwuliniowe:

φ : Gal(K/k)×O×k,S/(O
×
k,S)m → µm

jest niezdegenerowanym odwzorowaniem dwuliniowym. Zatem:

Gal(K/k) ↪→ Hom(O×k,S/(O
×
k,S)m, µm)

jest grup¡ sko«czon¡ na mocy twierdzenia Dirichleta o S-jedno±ciach. Ponadto
Hom(O×k,S/(O

×
k,S)m, µm) ∼= O×k,S/(O

×
k,S)m i skoro obie grupy w dziedzine φ s¡

sko«czone, to
Gal(K/k) ∼= O×k,S/(O

×
k,S)m.

Uwaga 2.2.28. Skoro grupa klas pier±cienia Ok,S jest sko«czona, to powi¦k-
szaj¡c S o sko«czon¡ liczb¦ miejsc v odpowiadaj¡cych klasom reprezentantów
ideaªów pierwszych w grupie klas Ok,S zawsze mo»emy uzyska¢ takie sko«czone
S, »e Ok,S b¦dzie dziedzina ideaªów gªównych.

Dowód Twierdzenia 2.2.3. Ciaªo L = K({[m]−1(x) : x ∈ A(K)}) jest roz-
szerzeniem Galois ciaªa K i na mocy Twierdzenia 2.2.25 jest nierozgaª¦zione.
Ponadto grupa Gal(L/K) ma wykªadnik m i jest abelowa na mocy Twierdze-
nia 2.2.7. Zatem na mocy Wniosku 2.2.27 rozszerzenie L jest sko«czone i dalej
Twierdzenie 2.2.7 poci¡ga, »e grupa A(K)/mA(K) jest sko«czona.
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2.3 Twierdzenie Mordella-Weila nad ciaªami

sko«czenie generowanymi

Celem tego paragrafu jest szkicowe opisanie metody dowodu uogólnienia twier-
dzenia Mordella-Weila, które pochodzi z pracy [Kah09]. Niech K b¦dzie ciaªem
sko«czenie generowanym nad swoim ciaªem pierwszym. Wówczas grupa punk-
tów K-wymiernych rozmaito±ci abelowej A/K jest sko«czenie generowana. W
rzeczywisto±ci udowodnimy nieco silniejsze stwierdzenie. Do jego sformuªowa-
nia potrzebujemy dodatkowe de�nicje.

De�nicja 2.3.1 (Rozszerzenia liniowo niezale»ne). Niech E,F b¦d¡ rozsze-
rzeniami ciaªa K. Wówczas E,F s¡ liniowo niezale»ne wtedy i tylko wtedy,
gdy dowolne elementy x1, . . . , xn ∈ E liniowo niezale»ne nad K s¡ liniowo nie-
zale»ne nad F oraz, gdy dowolne elementy x1, . . . , xn ∈ F liniowo niezale»ne
nad K s¡ liniowo niezale»ne nad E.

De�nicja 2.3.2 (Rozszerzenie regularne ciaª). Rozszerzenie ciaª L/K jest
regularne je±li domkni¦cie algebraiczne K ciaªa K jest liniowo niezale»ne od
L nad ciaªem K.

Wniosek 2.3.3. Rozszerzenie K/F sko«czenie generowane nad swoim ciaªem
pierwszym F jest regularne.

Twierdzenie 2.3.4 ([Con06, Thm.6.2]). Niech A/K b¦dzie rozmaito±ci¡ abe-
low¡ i K/k rozszerzeniem regularnym ciaª. Istnieje para (A0, τ0), gdzie A0 jest
rozmaito±ci¡ abelow¡ nad k, a odwzorowanie τ0 jest mor�zmem rozmaito±ci
abelowych nad K:

τ : A0 ×Spec(k) Spec(K)→ A

o nast¦puj¡cej wªasno±ci: je±li dana jest para (B, f): B - rozmaito±¢ abelowa
nad k i mor�zm rozmaito±ci abelowych nad K:

f : BK → A,

to istnieje jedyny mor�zm f∗ : B → A0 rozmaito±ci abelowych nad k speªnia-
j¡cy:

τ0 ◦ f∗ = f.

De�nicja 2.3.5 (K/k-±lad). Par¦ (A0, τ0) okre±lon¡ w poprzednim twierdze-
niu nazywamy K/k ±ladem rozmaito±ci A i oznaczamy (TrK/k(A), τ).

Zachodzi zatem nast¦puj¡ce uogólnienie Twierdzenia 2.2.1.

Twierdzenie 2.3.6 ([LN59]). Niech A b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡ nad ciaªem
K, które jest rozszerzeniem regularnym ciaªa k. Wówczas grupa A(K)/τ(TrK/k)(k)
jest sko«czenie generowana.

Wniosek 2.3.7 (Twierdzenie Mordella-Weila dla ciaª sko«czenie generowa-
nych). Niech A/K b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡ nad ciaªem K sko«czenie gene-
rowanym nad swoim ciaªem pierwszym. Wówczas grupa A(K) jest sko«czenie
generowan¡ grup¡ abelow¡.
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Dowód. Z de�nicji K = F (t1, . . . , tn), gdzie ti transcendentne nad F oraz
[F : Q] < ∞ lub [F : Fp] < ∞ dla pewnej liczby pierwszej p. Rozszerzenie
K/F jest regularne i na mocy Twierdzenia 2.3.4 grupa A(K)/τ(TrK/F (A))(F )
jest sko«czenie generowana. Na mocy Twierdzenia 2.2.1 grupa τ(TrK/F (A))(F )
jest sko«czenie generowana je±li F jest ciaªem liczbowym. W przypadku, gdy
F jest ciaªem sko«czonym grupa ta nawet jest sko«czona. Zatem A(K) jest
grup¡ sko«czenie generowan¡.

Podamy teraz wzoruj¡c si¦ na [Kah09] szkic dowodu Twierdzenia 2.3.6.

Dowód. Dla uªatwienia notacji b¦dziemy uto»samia¢ obraz τ(TrK/k(A)) z roz-
maito±ci¡ TrK/k(A).

W dowodzie u»ywa¢ b¦dziemy oznaczenia Pic(A) na grup¦ snopów od-
wracalnych zde�niowan¡ w [Har06, II,Sec.6]. Podobna uwaga dotyczy grupy
NS(A). Z wªasno±ci ±ladu TrK/k(A) wystarczy udowodni¢ twierdzenie dla ciaªa
k algebraicznie domkni¦tego (patrz [Con06, Lem. 7.3]). Ponadto wystarczy
udowodni¢ twierdzenie dla rozmaito±ci Â = Pic0(A) dualnej do rozmaito±ci
A (wystarczy zauwa»y¢, »e obie rozmaito±ci s¡ izogeniczne, zatem rangi ich
grup punktów K-wymiernych s¡ takie same). Sko«czona generowalno±¢ grupy
Nérona-Severiego NS(A) (patrz [BG71, Exp. XIII, Thm.5.1]) oraz krótki ci¡g
dokªadny (wynikaj¡cy z De�nicji 4.2.24) i równo±¢ Pic0(A) = Â:

0→ Pic0(A)→ Pic(A)→ NS(A)→ 0

poci¡gaj¡, »e Â(K)/TrK/k(Â)(k) jest sko«czenie generowana wtedy i tylko

wtedy, gdy grupa Pic(A)/TrK/k(Â)(k) jest sko«czenie generowana.
Ponadto dla ciaªa K sko«czenie generowanego nad k istnieje jego model

gªadki X/k, tzn. rozmaito±¢ gªadka nad k, której ciaªo funkcji wymiernych jest
równe K. Model X mo»na wybra¢ tak, »e A przedªu»a si¦ do schematu abelo-
wego p : A → X nad X. Wªókno Aη = A i istnieje kanoniczny monomor�zm
j : Aη → A, co wynika z faktu, »e Spec(k(η)) → X jest monomor�zmem i z
wªasno±ci produktu rozwªóknionego (por. De�nicja 4.1.9).

Istnieje nast¦puj¡cy diagram przemienny:

Γ(A,Gm)
⊕

x∈(A−A)(1) Z Pic(A) Pic(A) 0

K∗
⊕

x∈X(1) Z Pic(X) 0

∼

j∗

∼ p∗

Ponadto istnieje sekcja Ψ : X → A, której odpowiada identyczno±¢ na
ka»dym wªóknie Av. Z de�nicji sekcji zachodzi równo±¢ p ◦ Ψ = idX . Niech
L ∈ Pic(X) oraz p∗(L) = 0 ∈ Pic(A). Wówczas funktorialno±¢ operacji (·)∗
implikuje:

L = (idX)∗(L) = (p ◦Ψ)∗(L) = Ψ∗ ◦ p∗(L) = Ψ∗(0) = 0.

Powy»szy diagram przemienny oraz istnienie sekcji implikuj¡ istnienie na-
st¦puj¡cego ci¡gu dokªadnego:

0→ Pic(X)
p∗−→ Pic(A)

j∗−→ Pic(A)→ 0.
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Nast¦pnie nale»y zauwa»y¢, »e grupa cykli algebraicznie równowa»nych
zeru A(1)(A) ⊂ Pic(A). Grupa A(1) pochodzi z ci¡gu dokªadnego:

0→ A(1)(A)→ Pic(A)→ NS(A)→ 0.

Z kolei argument [Kah09, Lm. 1.2] pokazuje, »e j∗A(1)(A) ⊂ TrK/k(Â)(k). To
poci¡ga istnienie surjekcji:

NS(A) � Pic(A)/TrK/k(Â)(k).

Sko«czona generowalno±¢ grupy NS(A) implikuje tez¦ twierdzenia.

2.4 Grupa Selmera i Szafarewicza-Tate'a

W tym paragra�e poka»emy w jaki sposób mo»na przeformuªowa¢ Twierdzenie
2.2.1 w j¦zyku kohomologii Galois. Dzi¦ki temu uzyskamy dwie grupy, które
pozwol¡ nam pó¹niej precyzyjnie zde�niowa¢ przeszkod¦ w konstrukcji efek-
tywnego algorytmu znajduj¡cego generatory grupy Mordella-Weila rozmaito±ci
abelowej A nad ciaªem liczbowym.

Niech K b¦dzie ustalonym ciaªem liczbowym oraz

G = Gal(K/K) = lim←−−
L/K

Gal(L/K)

absolutn¡ grup¡ Galois z topologi¡ prosko«czon¡ zadan¡ przez granic¦ od-
wrotn¡ po rozszerzeniach L/K sko«czonych i Galois. Niech A[m] b¦dzie grup¡
m-torsyjnych punktów w A(K). Przez H1(G,A[m]) b¦dziemy oznaczali pierw-
sz¡ grup¦ kohomologii grupy G dziaªaj¡cej na module A[m].

Odwzorowanie Kummera z Twierdzenia 2.2.7 indukuje:

t(·, y) : G→ A[m] : σ 7→ yσ − y,

gdzie y ∈ A(K) oraz my ∈ A(K). Zachodzi ponadto równo±¢:

t(σσ′, y) = t(σ′, y)σ + t(σ, y)

oraz je±li my = my′, to t(σ, y)− t(σ, y′) = bσ − b dla b = y− y′ ∈ A[m]. Zatem
dostajemy dobrze okre±lone odwzorowanie:

δ : A(K)→ H1(G,A[m]) : x = my 7→ t(·, y),

gdzie klasa odwzorowania t(·, y) nie zale»y od wyboru y speªniaj¡cego x = my.
Powy»sza konstrukcja daje si¦ uogolni¢ do przypadku dowolnej niezerowej

izogenii α : A → B (patrz De�nicja 4.2.19) nad K dowolnych rozmaito±ci
abelowych A, B nad ciaªem liczbowym K (a nawet nad dowolnym ciaªem
doskonaªym, tj. takim, »e Ksep = Ksep).

Twierdzenie 2.4.1. Niech α : A → B b¦dzie izogeni¡ (niezerow¡, zde�nio-
wan¡ nad K). Krótki ci¡g dokªadny grup:

0→ ker(α)
ι−→ A(K)

α−→ B(K)→ 0
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indukuje krótki ci¡g dokªadny:

0→ B(K)/αA(K)
δ−→ H1(G, ker(α))

ι−→ H1(G,A(K))[α]→ 0.

Wybieramy reprezenanta x ∈ B(K) klasy w B(K)/αA(K) oraz y ∈ A(K)
takie, »e α(y) = x. Wówczas:

δ(x) : G→ ker(α)

δ(x)(σ) = yσ − y.

W szczególno±ci odwzorowanie jest poprawnie okre±lone (nie zale»y od wyboru
y ani reprezenanta ustalonej klasy w B(K)/αA(K)).

Dowód. Dowód wynika z funktorialnych wªasno±ci kohomologii grup oraz ist-
nienia dªugiego ci¡gu dokªadnego dla kohomologii, patrz [Wei94, Chapter 6]
oraz [HS00, C.4].

Ograniczaj¡c si¦ ponownie do ciaª liczbowych dla waluacji v ∈ MK usta-
lamy jej rozszerzenie do waluacji na K i ustalamy zanurzenie K ⊂ Kv, które
indukuje zanurzenie grup

Gv = Gal(Kv/Kv) ⊂ Gal(K/K)

oraz A(K) ⊂ A(Kv) dla rozmaito±ci A nad ciaªem K. Analogicznie do Twier-
dzenia 2.4.1 dostajemy ci¡gi dokªadne dla grup Gv, które implikuj¡ istnienie
diagramu przemiennego:

0 B(K)/αA(K) H1(G, ker(α)) H1(G,A(K))[α] 0

0
∏
v∈MK

B(Kv)/αA(Kv)
∏
v∈MK

H1(Gv , ker(α))
∏
v∈MK

H1(Gv , A(Kv))[α] 0

δ

δv

De�nicja 2.4.2 (Grupa Selmera, grupa Szafarewicza-Tate'a). Niech α : A→
B b¦dzie izogeni¡ nad K (ciaªo liczbowe) dwóch rozmaito±ci abelowych A i B.
Grup¡ Selmera rozmaito±ci A stowarzyszon¡ z α nazywamy:

Sel(α)(A/K) :=
⋂
v

ker
{
H1(G, ker(α))→ H1(Gv, A(Kv))[α]

}
.

Z kolei grup¡ Szafarewicza-Tate'a rozmaito±ci A jest:

X(A/K) :=
⋂
v

ker
{
H1(G,A(K))→ H1(Gv, A(Kv))

}
.

Powy»szy diagram przemienny oraz de�nicja grup Sel(α) orazX pozwalaj¡
okre±li¢ nast¦puj¡cy ci¡g dokªadny:

0→ B(K)/αA(K)→ Sel(α)(A/K)→X(A/K)[α]→ 0. (2.20)
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De�nicja 2.4.3 (Nierozgaª¦ziona klasa). Niech K b¦dzie ciaªem i niech M
b¦dzie GK/K = Gal(K/K)-moduªem. Niech v ∈ M0

K b¦dzie sko«czonym
miejscem ciaªa K, a Iv ⊂ GK/K grup¡ inercji dla v. Mówimy, »e klasa ξ ∈
H1(GK/K ,M) jest nierozgaª¦ziona w v je±li jej obci¦cie do H1(Iv,M) jest
klas¡ trywialn¡. Ponadto grupa Iv jest okre±lona tylko z dokªadno±ci¡ do sprz¦-
»enia.

De�nicja 2.4.4 (Grupa klas nierozgaª¦zionych). NiechM b¦dzieGK/K-moduªem,
a S niech b¦dzie sko«czonym zbiorem miejsc zawieraj¡cym wszystkie miejsca
w niesko«czono±ci M∞K . Wówczas:

H1
S(GK/K ,M) = {φ ∈ H1(GK/K ,M) : φ jest nierozgaª. dla dow. v /∈ S}.

Lemat 2.4.5 ([HS00, Prop. C.4.2]). Niech M b¦dzie sko«czonym GK/K mo-
duªem oraz S b¦dzie sko«czonym zbiorem miejsc zawieraj¡cym M∞K . Wówczas
grupa

H1
S(GK/K ,M)

jest sko«czona.

Wniosek 2.4.6 ([HS00, Prop. C.4.2]). Niech α : A → B b¦dzie izogeni¡ roz-
maito±ci abelowych nad K. Niech S b¦dzie sko«czonym zbiorem miejsc zawie-
raj¡cym M∞K oraz miejsca zªej redukcji dla A i B, a tak»e miejsca dziel¡ce
stopie« deg(α). Wówczas grupa Selmera

Sel(α)(A/K) ⊂ H1
S(GK/K , ker(α))

jest sko«czona.

Przestrzenie jednorodne

Grup¦ Selmera oraz X mo»na zintepretowa¢ w terminach geometrycznych.
Poka»emy, »e w istocie grupa H1(Gal(K/K), A(K)) jest w bijekcji ze zbiorem
klas równowa»no±ci rozmaito±ci A′ izomor�cznych nad K z A.

De�nicja 2.4.7 (Gªówna przestrze« jednorodna, A-torsor). Niech A b¦dzie
rozmaito±ci¡ abelow¡ nad ciaªem K. Gªówn¡ przestrzeni¡ jednorodn¡ dla
A/K nazywamy rozmaito±¢ X/K z K-mor�zmem:

µ : X ×A→ X,

który okre±la na zbiorzeX(K) dziaªanie przechodnie (tzn. dla dowolnych x, y ∈
X(K) istnieje g ∈ A(K) takie, »e µ(x, g) = y) oraz wolne (µ(x, g) = x wtedy
i tylko wtedy, gdy g = 0). Ponadto mor�zm µ speªnia wªasno±ci:

(i) µ(x, 0) = x dla wszystkich x ∈ X(K)

(ii) µ(x, a+ b) = µ(µ(x, a), b) dla a, b ∈ A(K), x ∈ X(K)

(iii) Odwzorowanie a 7→ µ(x, a) jest izomor�zmem nad K(x) dla dowolnie
ustalonego x ∈ X(K).
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Wªasno±ci tego dziaªania pozwalaj¡ okre±li¢ odwzorowanie �odejmowania�

ν : X ×X → A (2.21)

speªniaj¡ce warunek µ(y, ν(x, y)) = x. Z faktu, »e odejmowanie na rozmaito-
±ci abelowej jest mor�zmem oraz wªasno±ci (iii) z De�nicji 2.4.7 wynika, »e
odwzorowanie ν jest mor�zmem (patrz [HS00, C.5], [Sil86, Prop. 3.2]).

Dwie gªówne przestrzenie jednorodne (X,µ) oraz (X ′, µ′) (dla rozmaito±ci
abelowej A/K) s¡ izomor�czne nad K je±li istnieje K-izomor�zm i : X →
X ′, który jest zgodny z µ, µ′:

X ×A X

X′ ×A X′

µ

ii× idA

µ′

Rysunek 2.1: Izomor�zm A-torsorów

Twierdzenie 2.4.8 ([HS00, Prop. C.5.3],[Sil86, Th. 3.6]). Istnieje bijekcja
pomi¦dzy zbiorem klas K-izomor�zmów gªównych przestrzeni jednorodnych (w
sensie Rysunku 2.1) oraz grupy H1(Gal(K/K), A(K)):

Φ : Princ(A/K)→ H1(Gal(K/K), A(K)),

Φ : [X] 7→ [σ 7→ ν(σ(x), x)].

Odwzorowanie Φ nie zale»y od wyboru reprezentanta klasy [X] A-torsorów oraz
wyboru x ∈ X(K).

Przykªad 2.4.9 ([Sil86, Example 3.7]). Niech K b¦dzie ciaªem i char(K) 6= 2
orazK(

√
d)/K b¦dzie rozszerzeniem kwadratowym. Niech dana b¦dzie krzywa

eliptyczna E/K i punkt rz¦du dwa T ∈ E(K). De�niujemy 1-kocykl:

ξ : Gal(K/K)→ E

ξ(σ) =

{
O , σ(

√
d) =

√
d

T , σ(
√
d) = −

√
d
. (2.22)

Skoro T ∈ E(K), to mo»emy wybra¢ model Weierstrassa krzywej E postaci:

E : y2 = x3 + ax2 + bx,

gdzie punktowi T odpowiada punkt 2-torsyjny (0, 0). Niech dana b¦dzie krzywa
rzutowa C ⊂ P3, której cz¦±¢ a�niczna jest izomor�czna z:

Ca� : dw2 = d2 − 2adz2 + (a2 − 4b)z4,

a punkty w niesko«czono±ci dane s¡ wzorami : [0, 0,±
√

a2−4b
d , 1]. Krzywa C

jest nieosobliwa dokªadnie wtedy, gdy jej cz¦±¢ a�niczna Ca� ma parami ró»ne
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pierwiastki (wielomian zmiennej z wyst¦puj¡cy po prawej stronie), co zacho-
dzi dokªadnie wtedy, gdy krzywa E jest nieosobliwa. Istnieje odwzorowanie
biwymierne nad K(

√
d):

φ : E → C

φ(x, y) =

( √
dy

x2 + ax+ b
,

√
d(x2 − b)

x2 + ax+ b

)
.

Odwzorowanie do niego odwrotne dane jest wzorem:

φ−1 : C → E

φ−1(z, w) =

(√
dw − az2 + d

2z2
,
dw − a

√
dz2 + d

√
d

2z3

)
.

Na mocy [Sil86, II,Cor.2.4.1] odwzorowanie φ jest izomor�zmem, bo krzywe C
i E s¡ nieosobliwe.

Na koniec nale»y pokaza¢, »e istotnie znaleziona krzywa odpowiada skon-
struowanemu wcze±niej kocyklowi ξ. Odwzorowanie:

µ : C × E → C

µ(p, P ) = φ(φ−1(p) + P )

speªnia warunki De�nicji 2.4.7. Na mocy Twierdzenia 2.4.8 mo»emy wybra¢
dowolny punkt p ∈ C i wówczas kocykl:

σ 7→ ν(pσ, p) = φ−1(pσ)− φ−1(p)

jest okre±lony na mocy de�nicji µ oraz odwzorowania ν okre±lonego w (2.21).
Bior¡c na przykªad p = (0,

√
d) sprawdzamy, »e:

φ−1(0,−
√
d) = (0, 0)

φ−1(0,
√
d) = O.

Je±li zachodzi σ(
√
d) =

√
d, to ν(pσ, p) = O. W przeciwnym przypadku, gdy

σ(
√
d) = −

√
d, to ν(pσ, p) = T . Zatem skonstruowany kocykl dokªadnie od-

powiada kocyklowie ξ zde�niowanemu na pocz¡tku przykªadu, czyli z dokªad-
no±ci¡ do izomor�zmu gªównych przestrzeni jednorodnych C odpowiada kocy-
klowi ξ w sensie bijekcji z Twierdzenia 2.4.8.

2.5 Hipoteza Bircha-Swinnertona-Dyera

W poni»szym paragra�e przedstawimy zwi¡zek mi¦dzy rang¡ grupy A(K)
punktów K-wymiernych na rozmaito±ci abelowej A nad ciaªem liczbowym a
rz¦dem znikania pewnej funkcji holomor�cznej, która �koduje� w pewnym sen-
sie informacj¦ o arytmetyce punktów wymiernych na rozmaito±ci A. Zwi¡zek
ten poza nielicznymi udowodnionymi przypadkami jest wci¡» przedmiotem in-
tensywnych bada«.

Jako pierwsi istnienie takiego zwi¡zku mi¦dzy ranga grupy E(Q) krzywej
eliptycznej E/Q oraz rz¦dem znikania L-funkcji L(E/Q) okre±lonej poni»ej
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okre±lili Birch i Swinnerton-Dyer w pracy [BSD65]. Przyczynkiem do sformu-
ªowania hipotezy byªa nast¦puj¡ca prosta obserwacja: je±li dana jest krzywa
eliptyczna E/Q, to istnienie niesko«czenie wielu punktów wymiernych w E(Q)
powinno powodowa¢, »e dla (prawie) dowolnie wybranej liczby pierwszej p
liczba punktów w Ẽ(Fp) przy zaªo»eniu, »e krzywa E (a dokªadniej równanie
Weierstrassa j¡ de�niuj¡ce) dobrze redukuje si¦ modulo p, musi by¢ relatyw-
nie du»a w stosunku do liczby elementów ciaªa Fp. Sugeruje to rozwa»enie
nast¦puj¡cej funkcji:

f(x) =
∏
p≤x

E ma dobr¡
red. w p

Np

p
,

gdzie Np = #E(Fp) jest liczb¡ elementów w grupie nad Fp. Obliczenia poczy-
nione w pracy [BSD65] sugeruj¡, »e je±li r jest rang¡ grupy E(Q), to zachodzi
równo±¢.

Hipoteza 2.5.1 (Hipoteza Bircha-Swinnertona-Dyera, sformuªowanie I).

lim
x→∞

f(x)

log(x)r
= C ∈ R

Staªa C jest pewnym nieznanym czynnikiem skaluj¡cym.

Co ciekawe, w pracy [BSD65] zasugerowany jest zwi¡zek (formalny) mi¦dzy
funkcj¡ f(x) a funkcj¡ :

ZE,p(u) = exp

( ∞∑
i=1

NE,piu
i

i

)

okre±lon¡ przez E. Artina i A. Weila. Liczba NE,pi okre±la liczb¦ punktów

na zredukowanej krzywej Ẽ nad ciaªem Fpi . Mo»na pokaza¢, »e tak okre±lona
funkcja jest zbie»na w pewnym dysku analitycznym wokóª u = 0. Co wi¦cej,
ma ona nast¦puj¡c¡ równowa»n¡ posta¢:

ZE,p(u) =
1− (Np − p− 1)u+ pu2

(1− u)(1− pu)
.

Podstawiaj¡c za u = p−s, gdzie s ∈ C otrzymamy funkcj¦:

ζE,p(s) = ZE,p(p
−s)

i bior¡c iloczyn po wszystkich p dobrej redukcji dla E otrzymamy:

ζE =
∏
p

ζE,p(s) =
ζ(s)ζ(s− 1)

LE(s)
.

Funkcja ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns jest zet¡ Riemanna. Funkcja LE(s) zadana jest wzo-

rem:
LE(s) =

∏
p

(1 + (Np − p− 1)p−s + p1−2s)−1.

Zbie»no±¢ tego iloczynu w ogólno±ci zachodzi tylko dla Re(s) > 3
2 , a wynika to

z uzyskanego przez H. Hasse oszacowania |Np − p− 1| ≤ 2
√
p oraz z faktu, »e
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je±li
∑

n |bn| jest zbie»ny, to
∏
n(1 + bn) jest zbie»ny. Formalnie, gdyby iloczyn

miaª sens dla s = 1 otrzymaliby±my:

LE(s) =
∏
p

(
Np

p

)−1

,

gdzie iloczyn jest wzi¦ty po liczbach pierwszych p dobrej redukcji dla E.
Powy»sza heurystyka oraz dalsze obliczenia pozwoliªy postawi¢ nast¦puj¡c¡

hipotez¦.

Hipoteza 2.5.2 (Hipoteza Bircha-Swinnertona-Dyera, sformuªowanie II). Niech
E/Q b¦dzie krzyw¡ eliptyczn¡ oraz niech r = ranga(E(Q)). Je±li zaªo»ymy, »e
funkcja LE(s) posiada przedªu»enie analityczne na caªe C, to wówczas:

ords=1LE(s) = r.

Mo»na pokaza¢ (patrz [KM05]), »e sformuªowanie I i II s¡ ze sob¡ równo-
wa»ne.

Teraz podamy przeformuªowanie powy»szej hipotezy II dla rozmaito±ci abe-
lowych, które pochodzi od Tate'a.

Niech dana b¦dzie pewna rozmaito±¢ abelowa A wymiaru g nad ciaªem
liczb wymiernych Q oraz pewna liczba pierwsza l. Ci¡g grup

A[lk] =
{
P ∈ A(Q) : [lk]P = O

}
de�niuje system odwrotny:

A[li+1]→ A[li] : P 7→ [l]P,

którego granic¦ odwrotn¡
Tl(A) = lim

←
A[lk]

nazywamy moduªem Tate'a rozmaito±ci abelowej A na liczbie pierwszej l.
Twierdzenie 4.2.21 implikuje, »e A[lk] ∼= (Z/lkZ)2g. St¡d otrzymujemy izomor-
�zm:

Tl(A) = lim
←
A[lk] ∼= lim

←
(Z/lkZ)2g ∼= Z2g

l .

Dodawanie na rozmaito±ci abelowej A jest okre±lone nad Q, zatem grupa Ga-
lois Gal(Q/Q) w naturalny sposób dziaªa na elementach z A[lk]. Indukuje to
naturalne dziaªanie równie» na module Tate'a. Ponadto bior¡c iloczyn tenso-
rowy z ⊗ZlQl dostajemy przestrze« liniow¡:

Vl(A) = Tl(A)⊗Zl Ql.

Element σ ∈ Gal(Q/Q) dziaªa na ((Pi)i∈N)⊗ x) ∈ Vl w nast¦puj¡cy sposób:

σ((Pi)i∈N ⊗ x) = (σ(Pi))i∈N ⊗ x.

Otrzymamy w ten sposób ci¡gª¡ (ze wzgl¦du na pro-sko«czon¡ topologi¦ na
GQ = Gal(Q/Q) oraz indukowan¡ z Ql topologi¦ na Vl(A)) reprezentacj¦

ρl : GQ → AutQl(Vl(A)) ∼= GL2g(Ql).
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Krótki ci¡g dokªadny:

1→ Ip → Dp → Gal(Fp/Fp)→ 1

dla ustalonej liczby pierwszej p daje nam rozkªad grupy dekompozycji (dla
ustalonego p speªniaj¡cego p ∩ Z = (p)):

Dp = {σ ∈ GQ : σ(p) = p} .

Generator topologiczny grupy Gal(Fp/Fp) oznaczany jako Frobp dziaªa nast¦-
puj¡co:

Frobp |F
pk

: α 7→ αp.

Istnieje zatem okre±lony z dokªadno±ci¡ do wyboru ideaªu p i z dokªadno-
±ci¡ do elementu z Ip automor�zm Frobp ∈ GQ, który przez reprezentacj¦ ρl
dziaªa na Vl(A)Ip = {v ∈ Vl(A) : ρl(σ)(v) = v dla σ ∈ Ip} poprzez okre±lony z
dokªadno±ci¡ do sprz¦»enia element ρl(Frobp) ∈ GL2g(Ql).

Niech l b¦dzie ustalon¡ liczb¡ pierwsz¡. Wielomian charakterystyczny (dla
ustalonego pierwszego p 6= l) elementu Frobeniusa Frobp ma posta¢:

Φp(x) := det
(
I2g − ρl(Frobp) |Vl(A)Ip x

)
.

Wielomian charakterystyczny jest dobrze okre±lony dla elementów zadanych
z dokªadno±ci¡ do sprz¦»enia. Zatem de�nicja powy»ej jest jednoznaczna. Co
wi¦cej, André Weil pokazaª, »e wielomian charakterystyczny Φp nie zale»y od
wyboru liczby pierwszej l 6= p.

De�nicja 2.5.3 (L-funkcja reprezentacji). L-funkcj¡ stowarzyszon¡ z roz-
maito±ci¡ abelow¡ A/Q nazywamy funkcj¦ postaci:

L(A/Q, s) =
∏
p

(Φp(p
−s))−1

Uwaga 2.5.4. Je±li rozmaito±¢ A ma dobr¡ redukcj¦ w p, to:

Φp(x) =

2g∏
i=1

(1− αix),

gdzie elementy αi ∈ Q s¡ co do moduªu równe |αi| =
√
p. To pozwala oszacowa¢

iloczyn L(A/Q, s):

|L(A/Q, s)| ≤

(∏
p

1∣∣1− p1/2−Re(s)
∣∣
)2g

≤
(
ζ

(
Re(s)− 1

2

))2g

Iloczyn L(A/Q, s) jest na mocy powy»szych nierówno±ci zbie»ny dla Re(s) > 3
2

i jest funkcj¡ holomor�czn¡.

Hipoteza 2.5.5. L-funkcja L(A/Q, s) posiada przedªu»enie analityczne na
caª¡ pªaszczyzn¦ C. Ponadto istnieje liczba naturalna N (tak zwany przewod-
nik), podzielna przez wszystkie liczby pierwsze zªej redukcji dla A i taka, »e
funkcja:

Λ(A/Q, s) = N s/2((2π)−sΓ(s))2gL(A/Q, s)
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speªnia równanie funkcyjne:

Λ(A/Q, 2− s) = εΛ(A/Q, s)

dla pewnego ε ∈ {−1, 1}.

Hipoteza jest prawdziwa dla krzywych eliptycznych nad Q oraz dla pew-
nych klas rozmaito±ci abelowych wy»szych wymiarów (patrz [HS00, Conj.F.4.1.5]).

Mo»emy teraz sformuªowa¢ ogóln¡ posta¢ hipotez I i II dla rozmaito±ci
abelowych nad Q.

Hipoteza 2.5.6 (Hipoteza Bircha-Swinnertona-Dyera, sformuªowanie III).
Niech A/Q b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡. Je±li L(A/Q, s) posiada przedªu»enie
analityczne do C, to:

ranga(A(Q)) = ords=1L(A/Q, s).

Ponadto wielko±¢:

L∗(A/Q, 1) := lim
s→1

L(A/Q, s)
(s− 1)ranga(A(Q))

wyra»a si¦ nast¦puj¡cym wzorem:

L∗(A/Q, 1) = ΩA

∏
p

cp
#X(A/Q) | Reg(A/Q) |
#A(Q)tors ·#Â(Q)tors

.

(i) Warto±¢ ΩA =
∣∣∣∫A(R) ηA

∣∣∣, gdzie ηA jest form¡ ró»niczkow¡ stopnia dim(A)

okre±lon¡ w taki sposób, »e ma sko«czon¡ niezerow¡ redukcj¦ na ka»dym
wªóknie modelu Nérona dla A.

(ii) Liczby cp = [A(Qp) : A0(Qp)] s¡ ró»ne od jedynki tylko dla liczb p zªej
redukcji A, ponadto A0(Qp) jest podgrup¡ w A(Qp) elementów, które przy
redukcji mapuj¡ si¦ do skªadowej spójno±ci identyczno±ci modelu Nérona
A/Qp.

(iii) Liczba #X(A/Q) oznacza liczb¦ elementów w grupie X okre±lonej w
De�nicji 2.4.2.

(iv) Liczby #A(Q)tors i #Â(Q)tors okre±laj¡ ilo±¢ elementów w grupie punk-
tów torsyjnych na rozmaito±ci A i dualnej do niej rozmaito±ci Â.

(v) Warto±¢ |Reg(A/Q)| jest regulatorem stowarzyszonym z dywizorem Poin-
carégo P (patrz [HS00, Thm.7.3.4]), szerokim i symetrycznym na rozma-
ito±ci abelowej A×Â. Dokªadniej, istnieje wysoko±¢ kanoniczna ĥA×Â,P :

(A × Â)(Q) → R i stowarzyszona z ni¡ forma dwuliniowa 〈·, ·〉P . Cz¦±¢
beztorsyjna w A(Q) generowana jest przez punkty P1, . . . , Pr, z kolei ge-
neratory cz¦±ci wolnej Â(Q) s¡ postaci P

′
1, . . . , P

′
r (rozmaito±ci A i Â s¡

izogeniczne przez izogeni¦ λD : A → Â stowarzyszon¡ z dowolnym sze-
rokim dywizorem D ∈ Div(A)). Wówczas mo»emy okre±li¢ nast¦puj¡ce
dwie liczby:

RegD(A/Q) = det | (〈Pi, Pj〉D)1≤i,j≤r |,



ROZDZIA� 2. TWIERDZENIE MORDELLA-WEILA 59

gdzie 〈·, ·〉D pochodzi od wysoko±ci kanonicznej ĥA,D oraz wielko±¢

Reg(A/Q) = det | (ĥA×Â,P(Pi, P
′
j )1≤i,j≤r) | .

Zachodzi mi¦dzy nimi zwi¡zek:

RegD(A/Q) = [Â(Q) : λD(A(Q))]Reg(A/Q).

W szczególno±ci wida¢, »e warto±¢ L∗(A/Q, 1) zostaªa wybrana tak, aby
nie zale»aªa od wyboru szczególnej izogenii λD zale»nej od szerokiego dy-
wizora D. Z de�nicji je±li ranga jest równa zero, to przyjmujemy, »e
wszystkie wy»ej zde�niowane regulatory s¡ równe 1.

W szczególno±ci je±li rozwa»amy hipotez¦ III w przypadku, gdy rozma-
ito±¢ jest krzyw¡ eliptyczn¡ E/Q, to Ê jest izomor�czna z E i w mianowniku
wyra»enia L∗(E/Q, 1) pojawia si¦ kwadrat #E(Q)tors.

Twierdzenie o istnieniu przedªu»enia analitycznego (jednoznacznego) funk-
cji L(E/Q, s) (Wiles, Taylor, Conrad, Breuil, Diamond) pozwala szuka¢ wzo-
rów na rozwini¦cie L(E/Q, s) w pewien szereg wokóª 1. Z jednej strony mamy
wzór dla Re(s) > 3

2 :

L(E/Q, s) =
∞∑
n=1

an
ns

=
∏
p|∆

1

1− app−s
∏
p-∆

1

1− app−s + p1−2s
.

Ci¡g {an} okre±lony jest przez rozwini¦cie iloczynu (niech ap := p + 1 −Np):
w szereg Dirichleta dla Re(s) > 3

2 . Funkcje LE(s) i L(E/Q, s) ró»ni¡ si¦ o
czynniki pochodz¡ce od p | ∆, czynników dziel¡cych wyró»nik krzywej (miejsc
zªej redukcji).

Zachodzi ponadto nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 2.5.7 (Lavrik). Niech E/Q b¦dzie krzyw¡ eliptyczn¡. Dla do-
wolnej liczby zespolonej s ∈ C istnieje rozwini¦cie L-funkcji stowarzyszonej z
E:

L(E/Q, s) = N−s/2(2π)sΓ(s)−1 ·
∞∑
n=1

(an(Fn(s− 1) + εFn(1− s))).

Liczba naturalna N jest przewodnikiem krzywej eliptycznej okre±lonym w Hi-
potezie 2.5.5. Ci¡g {an} okre±lony jest powy»ej, ε jest znakiem równania funk-
cyjnego Λ(2− s) = εΛ(s), natomiast funkcje Fn dane s¡ wzorami:

Fn(t) = Γ

(
t+ 1,

2πn√
N

)(√
N

2πn

)t+1

,

Γ(z, α) =

∫ ∞
α

tz−1e−tdt,

Γ(z) = Γ(z, 0).
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Przykªad 2.5.8. Dana jest krzywa eliptyczna

E : y2 = x3 + 1

nad ciaªem Q. Izomor�zm (x, y) 7→ (x − 1, y) przeksztaªca j¡ do postaci
y2 = x3 − 3x2 + 3x i stosuj¡c metod¦ z Twierdzenia 3.1.1 mo»na udowod-
ni¢, »e ranga grupy E(Q) jest równa zero, czyli E(Q) = E(Q)tors. Ponadto
Twierdzenie 2.2.23 implikuje, »e E(Q)tors = 〈(2, 3)〉 ∼= Z/6Z. Wyznaczamy
nast¦pnie warto±¢ liczb Tamagawy:

cp =


3 p = 2
2 p = 3
1 w p.p.

.

Regulator Reg(E/Q) = 1 z de�nicji (ranga jest równa 0).
Forma Nérona przyjmuje dla E : y2 = x3 + 1 posta¢ ω = dx

2y . Zbiór E(R) =

{(x, y) ∈ R2 : y2 = x3 + 1} ma jedn¡ skªadow¡, po której caªkujemy form¦ ω:

ΩE =

∫
E(R)

ω =

∫ −1

∞

dx

−2
√
x3 + 1

+

∫ ∞
−1

dx

2
√
x3 + 1

≈ 4.206546315976.

Obliczenie warto±ci L(E, 1) za pomoc¡ formuªy Lavrika pozwala nam wy-
znaczy¢ hipotetyczny rz¡d grupy X(E/Q) = 1:

L(E, 1) ≈ 0.701091052662727

#Sha(E/Q) =
L(E, 1)E(Q)2

tors

ΩEc2c3|Reg(E/Q)|
= 1.

Wynik ten jest istotnym wzmocnieniem Twierdzenia 2.4.6 zastosowanego
do krótkiego ci¡gu dokªadnego 2.20, gdzie pokazali±my tylko, »e cz¦±¢X(E/Q)[α]
nale»¡ca do j¡dra pewnej izogenii α : E → E′ jest sko«czenie generowana. Co
wi¦cej wyniki Casselsa i Tate'a sugeruj¡, »e nie tylko X(E/Q) jest sko«czone,
ale równie» rz¡d grupy jest zawsze kwadratem liczby caªkowitej (poza 2-torsj¡).

Odnotujmy jeszcze dwa interesuj¡ce szczególne przypadki, gdy hipoteza
Bircha-Swinnertona-Dyera jest prawdziwa lub, gdy potra�my efektywnie obli-
czy¢ warto±c L-funkcji w jedynce.

Twierdzenie 2.5.9 (Tunell). Niech En : y2 = x3 − n2x b¦dzie krzyw¡ elip-
tyczn¡ nad Q dla ustalonego n ∈ Z, wolnego od kwadratów. Wówczas:

L(En/Q, 1) =
(r − 2s)2aΩ

16
√
n

,

gdzie

a =

{
1 2 - n
2 2 | n

oraz

r = #{(x, y, z) ∈ Z3 | x2 + 2ay2 + 8z2 = n},
s = #{(x, y, z) ∈ Z3 | x2 + 2ay2 + 32z2 = n},

Ω =

∫ ∞
1

dx√
x3 − x

≈ 2.6220575543.
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Twierdzenie 2.5.10 (Kolyvagin, 1990). Niech E/Q b¦dzie krzyw¡ eliptyczn¡.
Wówczas je±li

ords=1L(E/Q, s) ≤ 1,

to zachodzi równo±¢

ranga(E(Q)) = ords=1L(E/Q, s).



3
Przykªady obliczania rang

W tym rozdziale przedstawimy przykªady obliczania rangi grupy Mordella-
Weila rozmaito±ci abelowych i ich rodzin, które okre±lone s¡ nad ciaªami licz-
bowymi. Cz¦±¢ opisanych tutaj wyników pochodzi z pracy [Nas10]

3.1 Spadek metod¡ 2-izogenii

Bazuj¡c na obliczeniach przeprowadzonych w Przykªadzie 2.4.9 poka»emy jak
efektywnie obliczy¢ grup¦ Selmera S(φ), gdzie φ : E → E′ jest izogeni¡ stopnia
2 dla krzywych eliptycznych E,E′ nad ciaªem K:

E : y2 = x3 + ax2 + bx

E′ : Y 2 = X3 − 2aX2 + (a2 − 4b)X.

Mor�zm φ dany jest wzorem:

φ(x, y) =

(
y2

x2
,
y(b− x2)

x2

)
.

Ponadto istnieje mor�zm φ̂ : E′ → E:

φ̂(X,Y ) =

(
Y 2

4X2
,
Y ((a2 − 4b)−X2)

8X2

)
,

który speªnia relacje φ ◦ φ̂ = [2] oraz φ̂ ◦ φ = [2], daj¡c mno»enie przez 2 na
krzywej E i E′, odpowiednio. Sprawdzamy bezpo±rednio, »e E[φ] = kerφ =
{O, (0, 0)} i podobnie dla φ̂ i E′.

Dla ustalonego zbioru waluacji S de�niujemy grup¦ K(S, 2) ⊂ K×/K×2

skªadaj¡c¡ si¦ z elementów b, dla których 2|ordv(b) dla wszystkich v /∈ S.

Twierdzenie 3.1.1 ([Sil86, Prop.4.9]). Zaªó»my, »e zde�niowane powy»ej krzywe
E oraz E′ s¡ okre±lone nad ciaªem doskonaªym K. Niech S=M∞K ∪ {| · |p :
p|(2b(a2 − 4b))} b¦dzie zbiorem waluacji w niesko«czono±ci oraz waluacji dys-
kretnych pochodz¡cych od ideaªów pierwszych w OK dziel¡cych wyró»nik ∆(E) =
16b2(a2 − 4b). Wówczas mamy krótki ci¡g dokªadny:

0→ E′(K)/φ(E(K))
δ−→ K(S, 2)

c−→ Princ(E/K)[φ], (3.1)

62
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gdzie:

δ(P ) =


1 P = O

a2 − 4b P = (0, 0)
X P = (X,Y ) 6= O, (0, 0)

,

c(d) = [Cd],

gdzie [Cd] jest klas¡ równowa»no±ci K-izomor�cznych E-torsorów oraz:

Cd,a� : dw2 = d2 − 2adz2 + (a2 − 4b)z4.

Wówczas:

S(φ)(E/K) ∼= {d ∈ K(S, 2) : Cd,a�(Kv) 6= ∅ dla wszystkich v /∈ S}.

Ponadto odwzorowanie:
ψ : Cd,a� → E′

ψ(z, w) =

(
d

z2
,
−dw
z3

)
dla P ∈ Cd,a�(K) speªnia warunek:

δ(ψ(P )) ≡ d(mod K∗2).

Dowód. Na pocz¡tek zauwa»my, »e dana izogenia φ : E → E′ ma j¡dro E[φ] =
{O, (0, 0)}, które mo»na identy�kowa¢ z dwuelementow¡ grup¡ pierwiastków
µ2 z jedno±ci stopnia 2. Niech G = Gal(K/K). Wówczas:

H1(G,E[φ]) ∼= H1(G,µ2)

oraz z krótkiego ci¡gu dokªadnego:

1→ µ2 → K
× 2−→ K

× → 1

obliczaj¡c funktor kohomologii H ·(G,−) dostajemy dªugi ci¡g dokªadny. Na

mocy 90. twierdzenia Hilberta (patrz [Wei94, Chapt.6]) H1(GK/K ,K
×

) = 0.
Zatem otrzymujemy krótki ci¡g dokªadny:

1→ µ2 → K×
2−→ K×

δ−→ H1(GK/K , µ2)→ 1.

Homomor�zm ª¡cz¡cy δ dany jest wzorem:

δ(x) = {σ 7→ σ(y)

y
}

dla dowolnie wybranego y ∈ K× takiego, »e x = y2.
Stosuj¡c ci¡g dokªadny (2.20) dla φ : E → E′ oraz korzystaj¡c z Wniosku

2.4.6 mamy, »e:
S(φ)(E/K) ⊂ H1

S(GK/K , E[φ])

dla S = M∞K ∪ {| · |p : p|(2b(a2 − 4b))}. Ponadto ze wzgl¦du na izomor�zmy:

H1(G,E[φ]) ∼= H1(G,µ2) ∼= K×/K×2
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(d ∈ K×/K×2 reprezentuje kocykl σ 7→ σ(
√
d)√
d

nale»¡cy do grupyH1
S(G,E[φ])),

Lemat 2.2.26 implikuje, »e d ∈ K(S, 2). Mamy zatem izomor�zm:

H1
S(GK/K , E[φ]) ∼= K(S, 2).

W takim razie je±li d ∈ K(S, 2), to odpowiada mu kocykl z Przykªadu 2.4.9:

ξ(σ) =

{
O , σ(

√
d) =

√
d

T , σ(
√
d) = −

√
d
. (3.2)

Kocykl ξ na mocy Przykªadu 2.4.9 jest (w sensie Twierdzenia 2.4.8) stowarzy-
szony z przestrzeni¡ jednorodn¡ Cd/K:

Cd : dw2 = d2 − 2adz2 + (a2 − 4b)z4.

Zatem elementy Sel(φ)(E/K) odpowiadaj¡ tym warto±ciom d ∈ K(S, 2), dla
których Cd(Kv) 6= ∅ dla dowolnego v ∈ S.

Wyznaczymy teraz jawnie homomor�zm:

δ : E′(K)/φ(E(K))→ H1(GK/K , E[φ]) ∼= K×/K×2.

Zgodnie z Twierdzeniem 2.4.1 mo»emy wybra¢ dla ustalonego P ∈ E′(K)
reprezentanta klasy w E′(K)/φ(E(K)); dowolne Q ∈ E(K) takie, »e φ(Q) =
P . Rozwa»ymy trzy oddzielne przypadki.

(i) P = O
Wówczas bior¡c Q = O mamy φ(Q) = P i δ(P )(σ) = σ(Q) − Q = O
reprezentuje klas¦ trywialn¡, której odpowiada 1 ∈ K∗/K∗2.

(ii) P = (0, 0)

Wybieramy Q =
(
−a+

√
a2−4b

2 , 0
)
. Je±li

√
a2 − 4b ∈ K, to δ(P ) jest po-

nownie klas¡ trywialn¡. Je±li natomiast K(
√
a2 − 4b)/K jest rozszerze-

niem kwadratowym, to:

σ(Q) =


(
−a+

√
a2−4b

2 , 0
)

= Q , σ(
√
a2 − 4b) =

√
a2 − 4b

(
−a−

√
a2−4b

2 , 0
)

= Q+ (0, 0) , σ(
√
a2 − 4b) = −

√
a2 − 4b

.

Skoro Q+Q = O, to:

σ(Q)−Q =


Q−Q = O , σ(

√
a2 − 4b) =

√
a2 − 4b

Q+ (0, 0)−Q = (0, 0) , σ(
√
a2 − 4b) = −

√
a2 − 4b

.

Przez uto»samienie H1(GK/K , E[φ]) ∼= K×/K×2 dostajemy, »e:

δ((0, 0)) = a2 − 4b.
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(iii) P = (X,Y ) 6= O, (0, 0)

Z równo±ci φ(x, y) =
(
y2

x2
, y(b−x2)

x2

)
= (X,Y ) oraz z zaªo»enia x 6= 0 (bo

P 6= O) dostajemy punkt:

Q =

(
x,

Y x2

b− x2

)
, gdzie x =

(X − a) +
√

∆

2

oraz ∆ = (a−X)2 − 4b. Je±li K(
√

∆) = K, to δ(P ) = 1 ∈ K×/K×2. Z
kolei, gdy [K(

√
∆) : K] = 2, to podobnie jak w (ii):

σ(Q)−Q =

{
O , σ(

√
∆) =

√
∆

(0, 0) , σ(
√

∆) = −
√

∆
.

Skoro punkt (X,Y ) ∈ E′(K), to Y 2

X = ∆, a zatem:

∆ ≡ X (mod K×2).

Otrzymujemy przyporz¡dkowanie δ((X,Y )) = X.

Dla zako«czenia dowodu wystarczy pokaza¢, »e ci¡g (3.1) jest dokªadny.
Dokªadno±¢ w miejscu K(S, 2). Je±li c(d) jest klas¡ trywialn¡ w

H1(GK/K , E[φ]),

to na krzywej Cd istnieje K-wymierny punkt P i wówczas odwzorowanie ψ z
tezy twierdzenia daje:

δ(ψ(P )) ≡ d (mod K×2).

Zatem ker(c) ⊂ im(δ). Na odwrót je±li:

(i) d ≡ δ(O) ≡ 1 (mod K×2), to d = k2 dla pewnego k ∈ K× i punkt
(0, k) ∈ Cd(K),

(ii) d ≡ δ((0, 0)) ≡ a2 − 4b (mod K×2), wtedy oba punkty w niesko«czo-

no±ci [0, 0,±
√

a2−4b
d , 1] nale»¡ do Cd(K),

(iii) d ≡ δ((X,Y )) ≡ X (mod K×2), wówczas punkt (1, YX ) ∈ Cd(K).

Dokªadno±¢ w miejscu E′(K)/φ(E(K)) sprowadza si¦ do pokazania injektyw-
no±ci odwzorowania δ. Je»eli zachodzi równo±¢ δ(P ) ≡ 1 (mod K×2) dla
pewnego P ∈ E′(K), to wystarczy pokaza¢, »e wówczas P ∈ φ(E(K)):

(i) P = O. Skoro φ jest izogeni¡, a w szczególno±ci homomor�zmem grup,
to φ(O) = O.

(ii) P = (0, 0). Wtedy a2 − 4b = k2 dla pewnego k ∈ K×. Zatem istnieje
K-wymierny niezerowy pierwiastek x0 równania x2 + ax + b i zachodzi
równo±¢ φ((x0, 0)) = (0, 0).

(iii) P = (X,Y ) 6= O, (0, 0). Wówczas X = k2 i otrzymujemy równo±¢:

φ

(
Y + k(k2 − a)

2k
,
Y + k(k2 − a)

2

)
= (X,Y ).



ROZDZIA� 3. PRZYK�ADY OBLICZANIA RANG 66

Zanim omówimy konkretny przykªad, do którego mo»na zastosowa¢ po-
wy»sze twierdzenie, warto zauwa»y¢, »e relacje φ ◦ φ̂ = [2] oraz φ̂ ◦ φ = [2]
implikuj¡ istnienie nast¦puj¡cego ci¡gu dokªadnego:

0→ E′(K)[φ̂]

φ(E(K)[2])
→ E′(K)

φ(E(K))

φ̂−→ E(K)

2E(K)
→ E(K)

φ̂(E′(K))
→ 0. (3.3)

Stosuj¡c Twierdzenie 3.1.1 do obu izogenii w pewnych przypadkach mo»emy
próbowa¢ wyznaczy¢ generatory grupy E(K)/2E(K).

Przykªad 3.1.2. Niech ciaªo K = Q oraz niech dane b¦d¡ dwie izogeniczne
krzywe:

E : y2 = x3 + 11x2 + 17x,

E′ : Y 2 = X3 − 22X2 + 53X,

a tak»e izogenie φ : E → E′, φ(x, y) = (y2/x2, y(17−x2)/x2) oraz φ̂ : E′ → E,
φ̂(X,Y ) = (Y 2/(4X2), Y (53−X2)/(8X2)), które speªniaj¡ relacje φ ◦ φ̂ = [2]
oraz φ̂ ◦ φ = [2]. Wówczas zbior S okre±lony w Twierdzeniu 3.1.1 jest postaci:

S = M∞Q ∪ {| · |2, | · |17, | · |53},

gdzie M∞Q zawiera zwykª¡ warto±¢ bezwzgl¦dn¡ na Q oraz normy | · |p s¡
standardowymi normami p-adycznymi na Q (patrz Twierdzenie 2.1.1). Grupa

Q(S, 2) = {±1,±2,±17,±53} zawiera podgrupy Sel(φ)(E/Q) i Sel(φ̂)(E/Q),
które musimy wyznaczy¢. Rozwa»amy przypadki:

(1) Sel(φ)(E/Q) ∼= {1, 53}
Niech d = −1:

Krzywa C−1 : −w2 = 1 + 22z2 + 53z4 nie ma punktów rzeczywistych,
zatem C−1(R) = ∅, co poci¡ga −1 /∈ Sel(φ)(E/Q). Ponadto ªatwo spraw-
dzi¢, »e zbiory C−2(R), C−17(R), C−53(R) s¡ równie» puste, a zatem

−2,−17,−53 /∈ Sel(φ)(E/Q).

Niech d = 2:

Krzywa C2 : 2w2 = 4− 44z2 + 53z4 nie ma punktów w ciele 2-adycznym
Q2. Je±li z /∈ Z2, to:

ord2(2w2) ≡ 1(mod 2)

ord2(4− 44z2 + 53z4) ≡ 0(mod 2),

co jest niemo»liwe. St¡d z ∈ Z2. Gdyby w /∈ Z2 to ord2(2w2) < 1 oraz
ord2(2w2) ≥ 0. Sprzeczno±¢. St¡d mamy C2(Q2) = C2(Z2). Dostajemy
kongruencje:

z4 ≡ 0(mod 2Z2)⇒ z ≡ 0(mod 2Z2),

z ≡ (mod 2Z2 ⇒ w ≡ 0(mod 2Z2).

Istniej¡ zatem w0, z0 ∈ Z2 takie, »e w = 2w0 i z = 2z0, co daje:

8w2
0 = 4− 44 · 4z2

0 + 53 · 16z4
0
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2w2
0 = 1− 44z2

0 + 53 · 4z4
0

0 ≡ 1(mod 2Z2).

Sprzeczno±¢ poci¡ga, »e 2 /∈ Sel(φ)(E/Q).

Niech d = 17:

Krzywa C17 : 17w2 = 289−374z2+53z4 nie ma punktów wQ17. Podobnie
jak dla d = 2 pokazujemy, »e C17(Q17) = C17(Z17). Redukuj¡c modulo
17Z17 otrzymamy z, w ≡ 0(mod 17Z17) i bior¡c z0, w0 ∈ Z17 takie, »e
w = 17w0 oraz z = 17z0 po wstawieniu do równania i skróceniu przez
172 dostajemy 0 ≡ 1(mod 17Z17), a st¡d 17 /∈ Sel(φ)(E/Q).

Niech d = 53:

Krzywa C53 : 53w2 = 532 − 2 · 11 · 53z2 + 53z4 posiada punkt (z, w) =
(1

3 ,
64
9 ) ∈ C53(Q). Odwzorowanie ψ z Twierdzenia 3.1.1 daje nam punkt:

ψ

(
1

3
,
64

9

)
= (477,−10176) ∈ E′(Q).

Ostatecznie dostajemy, »e Sel(φ)(E/Q) ∼= E′(Q)/φ(E(Q)) ∼= Z/2Z.

(2) Sel(φ̂)(E′/Q) ∼= {±1,±17}. Stosujemy teraz Twierdzenie 3.1.1 do izoge-
nii φ̂ : E′ → E i przestrzenie jednorodne oznacza¢ b¦dziemy C ′d. Dane
jest równie» odwzorowanie:

ψ′ : C ′d → E, , ψ′(z, w) =

(
d

4z2
,
−dw
8z3

)
.

Niech d = −1:

Dany jest punkt (1
6 ,

1
9) ∈ C−1(R). St¡d−1 ∈ Sel(φ̂)(E′/Q) oraz ψ′(1

6 ,
1
9) =

(−9, 3) ∈ E(Q).

Niech d = 2:

Argumentacja identyczna jak w przykªadzie dla Sel(φ)(E/Q) poci¡ga, »e

C ′d(Q2) = ∅ i 2 /∈ Sel(φ̂)(E′/Q).

Niech d = 17:

Otrzymujemy punkt (16
3 ,

1073
9 ) ∈ C ′17(Q) oraz punkt

ψ′(
16

3
,
1073

9
) = (

153

1024
,−54723

32768
) ∈ E(Q).

Niech d = 53:

Argumentacja jak dla d = 2 daje 53 /∈ Sel(φ̂)(E′/Q).

Niech d = −2,−53:

Wystarczy skorzysta¢ ze struktury grupowej w Q(S, 2) i skoro −1 ∈
Sel(φ̂)(E′/Q) i 2 /∈ Sel(φ̂)(E′/Q), to −2 /∈ Sel(φ̂)(E′/Q). Podobnie dla
d = −53.

Otrzymujemy zatem izomor�zmy:

E(Q)/φ̂(E′(Q)) ∼= Sel(φ̂)(E/Q) ∼= Z/2Z⊕ Z/2Z.
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Skoro E′(Q)[φ̂] = {O, (0, 0)} oraz φ(E(Q)[2]) = φ({O, (0, 0)}) = {O} to w
terminach abstrakcyjnych grup ci¡g dokªadny (3.3) przyjmuje posta¢:

0→ Z/2Z a7→a−−−→ Z/2Z a7→0−−−→ E(Q)/2E(Q)
a7→a−−−→ Z/2Z⊕ Z/2Z→ 0.

Twierdzenie 2.2.23 pozwala nam efektywnie obliczy¢ struktur¦ grupyE(Q)tors.
Krzywa E ma dobr¡ redukcj¦ dla p = 3, 5 i p = 19. Ponadto:

Ẽ(F3) = 〈(0, 0)〉 ∼= Z/2Z
Ẽ(F5) = 〈(2, 1)〉 ∼= Z/2Z⊕ Z/3Z
Ẽ(F19) = 〈(12, 1)〉 ∼= Z/16Z.

Twierdzenie 2.2.23 poci¡ga:

E(Q)[3r] ↪→ Ẽ(F19)⇒ E(Q)[3r] = 0 dla dowolnego r ≥ 1,

E(Q)[5r] ↪→ Ẽ(F3)⇒ E(Q)[5r] = 0 dla dowolnego r ≥ 1.

Ponadto je±li 3, 5 - m, to E(Q)[m] ↪→ Ẽ(F3) oraz E(Q)[m] ↪→ Ẽ(F5) i wtedy
|E(Q)[m]| | 2. St¡d dostajemy:

E(Q)tors = E(Q)[2] = {O, (0, 0)}.

Otrzymujemy ostatecznie:

E(Q) ∼= Z⊕ Z/2Z.

3.2 Rangi w rodzinach krzywych eliptycznych

Rodzina parametryzowana krzyw¡ eliptyczn¡

W poni»szym przykªadzie rozwa»a¢ b¦dziemy rodzin¦ krzywych eliptycznych

Et : y2 + txy = x3 + tx2 − x+ 1

okre±lonych nad ciaªem liczb wymiernych Q z parametrem t ∈ Q. Przedsta-
wimy szkic dowodu nast¦puj¡cego twierdzenia.

Twierdzenie 3.2.1 ([Nas10]). Niech dana b¦dzie krzywa eliptyczna nad Q
postaci:

E(u2−u−3) : y2 + (u2 − u− 3)xy = x3 + (u2 − u− 3)x2 − x+ 1.

Istnieje niesko«czony podzbiór S ⊂ Q taki, »e je±li u ∈ S, to grupa Mordella-
Weila punktów wymiernych E(u2−u−3)(Q) zawiera podgrup¦ rangi 4 rozpi¦t¡
przez punkty:

(0, 1), (1, 1), (u, u+ 1),

(
1

9
,

1

54
(9 + 3u− 3u2 + v)

)
,

gdzie punkt (u, v) le»y na krzywej:

2569 + 18u− 9u2 − 18u3 + 9u4 = v2.
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Ponadto, istnieje przeksztaªcenie biwymierne ostatniej krzywej do postaci:

y2
0 = x3

0 − 92835x0 + 1389150.

Grupa punktów Q-wymiernych tej krzywej ma rang¦ 2. Ponadto dla u1, u2 ∈ S,
u1 6= u2 krzywe E(u21−u1−3) i E(u22−u2−3) nie s¡ ze sob¡ izomor�czne nad Q.

Twierdzenie podaje dolne ogranicznie na rang¦ grupy wskazanych krzywych.
Mo»na jednak wskaza¢ przykªady, dla których ranga jest istotnie wy»sza.

Przykªad 3.2.2. Dla u = 16 mo»emy pokaza¢ korzystaj¡c z programu mwrank

[Cre97], »e grupa punktów wymiernych krzywej E239 : y2 + 239xy = x3 +
239x2 − x+ 1 nad Q ma rang¦ 5 i rozpinaj¡ j¡ punkty:

(0, 1), (1, 1), (16, 17), (−14

15
,
16661

125
), (

52

81
,
469

729
).

W celu udowodnienia Twierdzenia 3.2.1 cytujemy zasadnicze twierdzenie, na
którym oparta jest gªówna cz¦±¢ dowodu.

Twierdzenie 3.2.3 ([Fal83]). Niech K b¦dzie ciaªem liczbowym oraz C gªadk¡
krzyw¡ nad K, genusu g ≥ 2. Wówczas zbiór punktów K-wymiernych C(K)
jest sko«czony.

Warunek gªadko±ci nie jest istotnie ograniczaj¡cy w ±wietle poni»szego twier-
dzenia.

Twierdzenie 3.2.4 ([Har06, I Cor. 6.11]). Niech C b¦dzie krzyw¡ nad ciaªem
K algebraicznie domkni¦tym. Wówczas istnieje krzywa C ′ gªadka, biwymiernie
równowa»na z krzyw¡ C.

W szczególno±ci, je±li C jest krzyw¡ okre±lon¡ nad ciaªem liczbowym K, to
istnieje sko«czone rozszerzenie L/K oraz okre±lony nad L izomor�zm pew-
nego otwartego podzbioru w C na otwarty podzbiór C ′ dla pewnej krzywej
gªadkiej C ′ okre±lonej nad L. St¡d na mocy Twierdzenia 3.2.3 na krzywej C
(posiadaj¡cej punkty osobliwe) zbiór C(K) jest sko«czony.

�atwo mo»na teraz pokaza¢, »e na krzywej E(u2−u−3) dla prawie wszystkich
(tzn. wszystkich poza sko«czon¡ liczb¡) u ∈ Q grupa Q-wymiernych punktów
dwutorsyjnych jest trywialna.

Lemat 3.2.5 ([Nas10]). Niech P = (x, y) ∈ E(u2−u−3)(Q). Je±li 2P = O, to:

1− x+
1

4
(4(−3− u+ u2) + (−3− u+ u2)2)x2 + x3 = 0.

Powy»sza krzywa jest biwymiernie równowa»na (nad Q) z krzyw¡:

y2
0 = −55 + 192x0 − 114x2

0 + 68x3
0 − 15x4

0 + 4x5
0

genusu 2. W szczególno±ci, dla prawie wszystkich u ∈ Q mamy E(u2−u−3)(Q)[2] =
{O}.

W dowodzie wykorzystamy nast¦puj¡cy elementarny fakt.
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Lemat 3.2.6. Niech M b¦dzie lewym Z-moduªem. Niech dany b¦dzie ele-
ment b ∈ M oraz liniowo niezale»ne elementy a1, . . . , ak ∈ M takie, »e klasy
[a1], . . . , [ak] ∈M/2M s¡ liniowo niezale»ne nad F2. Je±li [b] nie nale»y do pod-
moduªu 〈[a1], . . . , [ak]〉 generowanego przez klasy [a1], . . . , [ak] oraz M [2] = 0,
wówczas b, a1, . . . , ak s¡ liniowo niezale»ne nad Z w M .

Dowód. Przypu±¢my, »e istnieje zale»no±¢ liniowa:

βb+ α1a1 + . . .+ αkak = 0,

taka, »e nie wszytkie wspóªczynniki s¡ zerami. Bez utraty ogólno±ci mo»emy
zaªo»y¢, »e β jest najmniejsz¡ dodatni¡ liczb¡ speªniaj¡c¡ pewn¡ nietrywialn¡
zale»no±c liniow¡ jak wy»ej. Wówczas je±li β jest nieparzyste, to [βb] = [b], co
daje sprzeczno±¢ z zaªo»eniem b /∈ 〈[a1], . . . , [ak]〉.

Je±li z kolei β jest parzyste, to [βb] = [0] = α1[a1] + . . . + αk[ak], gdzie ·
oznacza branie reszty modulo 2. Elementy [ai] s¡ liniowo niezale»ne nad F2,
st¡d αi = 0, czyli mo»emy znale¹¢ elementy β′ oraz α′i speªniaj¡ce 2β′ = β
oraz 2α′i = αi i wówczas zachodzi nietrywialna relacja:

β′b = α′1ai + . . .+ α′kak,

co przeczy minimalno±ci β.

Zauwa»my, »e z powy»szego lematu oraz z Lematu 3.2.5 wynika prosta
metoda sprawdzenia warunku z Twierdzenia 3.2.1 (przy u»yciu Twierdzenia
3.2.3). Dane s¡ punkty:

P1 = (0, 1), P2 = (1, 1), P3 = (u, u+ 1), P4 =

(
1

9
,

1

54
(9 + 3u− 3u2 + v)

)
Je±li dla krzywej E(u2−u−3) i ustalonego u ∈ Q zachodzi E(u2−u−3)(Q)[2] =
{O} (a na mocy Lematu 3.2.5 warunek ten zachodzi dla prawie wszystkich
u), to aby udowodni¢ liniow¡ niezale»no±¢ punktów P1, P2, P3 i P4 wystarczy
pokaza¢, »e:

ε1P1 + ε2P2 + ε3P3 + ε4P4 /∈ 2E(u2−u−3)(Q) (3.4)

dla εi ∈ {0, 1} (bez kombinacji trywialnej εi = 0 dla i = 1, . . . , 4).
Lewa strona nale»y do E(u2−u−3)(Q) wtedy i tylko wtedy, gdy√

2569 + 18u− 9u2 − 18u3 + 9u4

jest liczb¡ caªkowit¡.
Niech punkt (x, y) ∈ Eu2−u−3. Ze wzorów na podwojenie punktu na krzy-

wej eliptycznej dostajemy:

x(2P ) =
4− 2u+ u2 + 2u3 − u4 − 8x+ 2x2 + x4

4− 4x+ (−3 + 2u− u2 − 2u3 + u4)x2 + 4x3
.

Warunek (3.4) dla ustalonej czwórki (ε1, ε2, ε3, ε4) okre±la pewne równanie
wielomianowe (po wyrugowaniu mianowników i pierwiastka pochodz¡cego z
czwartego punktu):

f(ε1,ε2,ε3,ε4)(x, u) = 0.
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Ponadto sprawdzenie, »e dwie krzywe Eu1 , Eu2 nie s¡ izomor�czne nad Q
sprowadza si¦ do pokazania, »e maj¡ one ró»ne j − niezmienniki, tzn. do
warunku:

j(Eu1) 6= j(Eu2),

gdzie:

j(Eu) = − (48 + u2(4 + u)2)3

(2 + u)2(92 + (−1 + u)u(4 + u)(5 + u))
.

Dowód Twierdzenia 3.2.1. W ±wietle powy»szej dyskusji wystarczy pokaza¢,
»e dla dowolnej czwórki (ε1, ε2, ε3, ε4) 6= (0, 0, 0, 0) krzywa zadana równaniem

f(ε1,ε2,ε3,ε4)(x, u) = 0 (3.5)

ma sko«czenie wiele punktów Q-wymiernych oraz, »e równo±¢

j(Eu1) = j(Eu2) (3.6)

zachodzi tylko dla sko«czenie wielu par u1, u2 ∈ Q.
Na mocy Twierdzenia 3.2.3 wystarczy pokaza¢, »e krzywe zadane równa-

niami (3.5) oraz (3.6) maj¡ genus wi¦kszy ni» 1.
Dla przykªadu (szczegóªy w [Nas10])) podajemy równania odpowiadajace

takim krzywym oraz podajemy ich genus:

C(0,0,0,1) : 40− 18u+ 9u2 + 18u3 − 9u4 − 76x+

15x2 + 2ux2 − u2x2 − 2u3x2 + u4x2 + 4x3 + 9x4 = 0

genus(C(0,0,0,1)) = 5

C(1,0,0,1) : 9(9u4 − 18u3 − 9u2 + 18u+ 2569)(u4x2 − 2u3x2 − u2x2

+ 2ux2 + 4x3 − 3x2 − 4x+ 4)2 − (153u4x2

+ u4 − 306u3x2 − 2u3 − 153u2x2 − u2

+ 306ux2 + 2u− x4 + 612x3 − 461x2 − 604x+ 608)2 = 0

genus(C(1,0,0,1)) = 9

Z kolei krzywa powstaj¡ca przez wyrugowanie mianowników w równaniu (3.6)
ma genus 11. Zatem specjalizuj¡c parametr u 7→ u2−u−3 na mocy Twierdzenia
3.2.3 nadal b¦dzie tylko sko«czenie wiele parametrów wymiernych speªniaj¡-
cych równanie (3.6). Jedyny przypadek, który nie daje krzywej genusu wy»-
szego ni» jeden odpowiada czwórce (1, 0, 0, 0). Bior¡c równanie odpowiadaj¡ce
tej czwórce:

C(1,0,0,0) : 4− 2u+ u2 + 2u3 − u4 − 8x+ 2x2 + x4 = 0,

ªatwo dostajemy reparametryzacj¦ równania do postaci Weierstrassa krzywej
eliptycznej:

F : y2
0 = x3

0 +
359

3
x0 +

3130

27
.

Grupa F (Q) jest generowana przez punkt niesko«czonego rz¦du:(
53

3
, 88

)
.
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Skoro krzywe C(1,0,0,0) i F s¡ biwymierne, to nasza metoda sugeruje, »e nale»y
odrzuci¢ niesko«czony zbiór parametrów u w tezie twierdzenia. Nale»y jednak
wzi¡¢ pod uwag¦ warunek:√

2569 + 18u− 9u2 − 18u3 + 9u4 ∈ Z.

Dla uproszczenia oblicze« rozwa»my ponownie ogóln¡ krzyw¡ eliptyczn¡ ro-
dziny Et : y2 + txy = x3 + tx2−x+1 dla ustalonego t oraz zaªó»my, »e istnieje
punkt P ∈ Et(Q) taki, »e x(P ) = 1

9 . Otrzymamy nast¦puj¡cy równowa»ny
ukªad równa«:

s2 = 2596 + 36t+ 9t2

0 = 1− 4t− t2 − 8x+ 2x2 + x4. (3.7)

Pierwsze równanie de�niuje pewn¡ (niepust¡) kwadryk¦ nad Q. Mo»emy na-
pisa¢ jej wymiern¡ parametryzacj¦:

t =
2596− f2

6f − 36

s =
f2 − 12f + 2596

2f − 12
.

Wstawiaj¡c parametryzacj¦ t do równania (3.7) otrzymamy krzyw¡ genusu 3.
Stosuj¡c ponownie Twierdzenie 3.2.3 i bior¡c specjalizacj¦ t 7→ u2 − u− 3 do-
stajemy, »e na krzywej C(1,0,0,0) jest sko«czenie wiele punktów Q-wymiernych
przy zaªo»eniu, »e na krzywej eliptycznej E(u2−u−3) istnieje punkt wymierny o

pierwszej wspóªrz¦dnej równej 1
9 .

To ko«czy dowód twierdzenia.

Praktyczna metoda generowania krzywych o randze co najmniej 4 w ro-
dzinie E(u2−u−3) opiera si¦ na przeksztaªceniu równania:

C2 : 2569 + 18u− 9u2 − 18u3 + 9u4 = v2

z tezy Twierdzenia 3.2.1 do skróconej postaci Weierstrassa:

C1 : y2
0 = x3

0 − 92835x0 + 1389150.

Istnieje odwzorowanie wymierne (mor�zm rozmaito±ci algebraicznych na usta-
lonych podzbiorach otwartych):

φ : C1 → C2

φ(x0, y0) = (u, v),

gdzie

u =
565605 + x0(−948 + 7x0) + 266y0

(−1551 + x0)(45 + x0)

v =
−1418250637125 + 460545750x0 − 917966790y0 + 2108340x0y0 + 9594x2

0y0

(−1551 + x0)2(45 + x0)2
.

Grupa C1(Q) ∼= Z2 ⊕ Z/2. Cz¦±¢ wolna generowana jest przez punkty P1 =
(−309, 756), P2 = (−45, 2340), a cz¦±¢ torsyjna przez punkt T = (15, 0).
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Odwzorowanie biwymierne φ indukuje izomor�zm C1\{(−45, 2340), (1551, 59904)}
na C2 \{∞C2} (gdzie∞C2 jest punktem w niesko«czono±ci w domkni¦ciu rzu-
towym C2). Otrzymujemy zatem odwzorowanie:

υ : {0, 1} × Z2 → Q

υ : (α, β1, β2) 7→ u(αT + β1P1 + β2P2).

Z Twierdzenia 3.2.1 wynika, »e poza sko«czon¡ liczb¡ elementów w obrazie
Im(υ) grupa E(u2−u−3)(Q) ma rang¦ co najmniej 4 dla u = υ(α, β1, β2).

Rodzina Mestre parametryzowana prost¡ rzutow¡

W tej cz¦±ci pracy opiszemy pochodz¡c¡ z [Mes91] konstrukcj¦ krzywej elip-
tycznej E nad ciaªem Q(t), która posiada 11 liniowo niezale»nych punktów.
Poprzez mor�zm (x, y, t) 7→ t : E → P1 mo»emy traktowa¢ E jako rodzin¦
krzywych nad ciaªem Q, spo±ród których tylko sko«czenie wiele jest krzywymi
osobliwymi.

Lemat 3.2.7. Niech k b¦dzie ciaªem charakterystyki ró»nej od 3 i niech dany
b¦dzie p ∈ k[x] wielomian unormowany stopnia 12. Istnieje jednoznacznie okre-
±lona trójka wielomianów (g, r1, r2) w k[x] speªniaj¡cych równanie:

p = g3 + r1g + r2. (3.8)

Wielomian g jest stopnia 4 i jest unormowany. Ponadto zachodz¡ nierówno±ci:

deg(r1) ≤ 3, deg(r2) ≤ 3.

Dowód. Niech dany b¦dzie wielomian p(x) = x12 +p1x
11 + . . . p11x

1 +p12 oraz
niech g(x) = x4 + s1x

3 + s2x
2 + s3x + s4. Przez porównanie wspóªczynników

przy xk dla k = 11, 10, 9 i 8 w równaniu (3.8) dostajemy ukªad równa«:

p1 = 3s1

p2 = 3s2
1 + 3s2

p3 = s3
1 + 6s1s2 + 3s3

p4 = 3s2
1s2 + 3s2

2 + 6s1s3 + 3s4.

Przez eliminacj¦ zmiennych w kolejnych równaniach otrzymujemy jawn¡ po-
sta¢ wielomianu g:

g(x) = −10p4
1

243
+

5p2
1p2

27
− p2

2

9
− 2p1p3

9
+
p4

3
+

(
5p3

1

81
− 2p1p2

9
+
p3

3

)
x

+

(
−p

2
1

9
+
p2

3

)
x2 +

p1x
3

3
+ x4.

Wielomian r1 otrzymujemy jako cz¦±¢ wielomianow¡ dziel¡c z reszt¡ p − g3

przez g. Reszta z dzielenia jest wielomianem r2.

W dalszych rozwa»aniach interesowa¢ nas b¦dzie wspóªczynnik wielomianu
r1 przy najwy»szej pot¦dze:

s =
1

243

(
22p5

1 − 120p3
1p2 + 135p1p

2
2 + 135p2

1p3 − 162p2p3 − 162p1p4 + 243p5

)
.
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Lemat 3.2.8. Niech p(x) =
∏12
i=1(x−xi) ∈ k(x1, . . . , x12)[x]. Wówczas wspóª-

czynnik s (okre±lony powy»ej jako wielomian zmiennych xi) zadaje rozmaito±¢
a�niczn¡ s(x1, . . . , x12) = 0, która zawiera zbiór algebraiczny zadany parame-
trycznie:

(x1, . . . , x12) = (a, b, c, d, a, b, c, d, a, b, c, d) + t(d, d, d, c, c, c, b, b, b, a, a, a),

gdzie a, b, c, d, t ∈ k s¡ dowolne.

Dowód. Ze wzorów Viete'a otrzymujemy wyra»enia na wspóªczynniki pi wie-
lomianu p i podstawiaj¡c do wzoru na s przez bezpo±rednie sprawdzenie otrzy-
mujemy tez¦.

W szczególno±ci wybierzmy teraz pierwiastki

(x1, . . . , x12) = (a, b, c, d, a, b, c, d, a, b, c, d) + t(d, d, d, c, c, c, b, b, b, a, a, a).

Równanie (3.8) implikuje:

0 = p(xi) = g(xi)
3 + r1(xi)g(xi) + r2(xi).

Zatem punkty (xi, g(xi)) le»¡ na krzywej:

C : y3 + r1(x)y + r2(x) = 0

zde�niowanej nad K = Q(a, b, c, d, t). Ze wzgl¦du na wybór xi wielomian
r1(x) ∈ K[x] ma stopie« co najwy»ej 2 (z de�nicji ma stopie« co najwy»ej
3, ale wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze, czyli s znika na mocy Lematu
3.2.8), co poci¡ga, »e krzywa C/K jest stopnia trzy.

Specjalizuj¡c teraz zmienne a, b, c i d do warto±ci w Q otrzymamy krzywe
stopnia trzy, na których mamy okre±lone 12 punktów Q(t)-wymiernych. Ujed-
noradniaj¡c wielomian de�niuj¡cy C otrzymamy krzyw¡ rzutow¡ C̃ w P2 nad
Q(t).

Twierdzenie 3.2.9. Kªad¡c a = −1, b = 2, c = 0 oraz d = 17 otrzymujemy
krzyw¡ rzutow¡ C̃ nieosobliw¡ nad Q(t). Niech dany b¦dzie punkt

P0 = [−1, 342 + 279t− 238t2, 1] ∈ C̃(Q(t)).

Wówczas para (C̃, P0) jest krzyw¡ eliptyczn¡. Ponadto grupa C̃(Q(t)) posiada
11 niezale»nych liniowo punktów w cz¦±ci a�nicznej C:

P1 =
(
−1 + 17t,−2

(
288− 3361t+ 3060t2

))
P2 =

(
2 + 17t,−1050− 6217t+ 7650t2

)
P3 =

(
17t, 374 + 747t− 1530t2

)
P4 =

(
17,−1530 + 747t+ 374t2

)
P5 =

(
2,−2

(
−240 + 159t+ 68t2

))
P6 =

(
2t, 2

(
−68− 159t+ 240t2

))
P7 =

(
17 + 2t, 7650− 6217t− 1050t2

)
P8 =

(
−1 + 2t, 234− 1213t+ 570t2

)
P9 =

(
2− t, 570− 1213t+ 234t2

)
P10 =

(
−t,−238 + 279t+ 342t2

)
P11 =

(
17− t,−2

(
3060− 3361t+ 288t2

))
Dowód. Równanie jednorodne krzywej C̃, któr¡ otrzymujemy przy ustalonym
wyborze a, b, c, d ma posta¢:

z3 + a1x
2z + a2wxz + a3w

2z + a4x
3 + a5wx

2 + a6w
2x+ a7w

3,
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gdzie wspóªczynniki ai s¡ zadane równaniami:

a1 = −4
(
42078− 81923t+ 42078t2

)
,

a2 = −12(1 + t)
(
2006− 10711t+ 2006t2

)
,

a3 = −107508− 1615080t+ 3198533t2 − 1615080t3 − 107508t4,

a4 = −20007680(−1 + t)2(1 + t),

a5 = 4(22326468 + 75564516t− 195270611t2 + 75564516t3 + 22326468t4),

a6 = 4(1 + t)(12777948− 140544164t+ 250930219t2 − 140544164t3 + 12777948t4),

a7 = −2(6052816 + 172482204t− 287040540t2 + 184802333t3 − 287040540t4

+ 172482204t5 + 6052816t6).

Na mocy [Har06, Prop.4.6] istnieje zanurzenie krzywej (C̃, P0) w P2 (induko-
wane przez system liniowy |3P0|) do krótkiej postaci Weierstrassa:

y2 = x3 + ax+ b,

posyªaj¡ce punkt P0 na punkt w niesko«czono±ci.
Praktyczny algorytm realizuj¡cy to zanurzenie mo»na znale¹¢ w [vH95]

(implementacja algorytmu w pakiecie MAPLE). Zastosowanie tej metody do
krzywej C̃ daje nam równanie Weierstrassa:

E : y2 = x3 + a(t)x+ b(t),

gdzie wspóªczynniki dane s¡ wzorami:

a(t) = −16

3
(422164508194816218000 + 5767401284163426669984t

+ 10748781663416427146040t2 − 120790322580116868286920t3

+ 182151834827718578557545t4 + 26907807141183189589380t5

− 210413533303915617769406t6 + 26907807141183189589380t7

+ 182151834827718578557545t8 − 120790322580116868286920t9

+ 10748781663416427146040t10 + 5767401284163426669984t11

+ 422164508194816218000t12),

b(t) =
128

27
(8886943440175579486308913953600t18+

171280164134988763987867527902400t17+969216797175305726229081061353840t16

−2311594947647532754108812297927360t15−23760837973879613334551448211146948t14+

81412717346835256380887447443104060t13+24484159847622319074900985578614505t12

−596664932629735250700435172952613990t11+1481763226335538207643473014636226965t10

−1932144241302765409448386934589658672t9+1481763226335538207643473014636226965t8

−596664932629735250700435172952613990t7+24484159847622319074900985578614505t6

+81412717346835256380887447443104060t5−23760837973879613334551448211146948t4

−2311594947647532754108812297927360t3+969216797175305726229081061353840t2

+171280164134988763987867527902400t+8886943440175579486308913953600).
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Izomor�zm krzywych (C̃, P0) i (E,O) jest dany nad Q(t). Wyró»nik ∆(t) =
−4a(t)3−27b(t)2 równania de�niuj¡cego krzyw¡ E ma stopie« 36 i jest nieroz-
kªadalny jako wielomian zmiennej t nad Q. Mor�zm π : E → P1 zadany jako
(x, y, t) 7→ t de�niuje nam rodzin¦ krzywych nad Q. Dla wszystkich α ∈ Q
takich, »e ∆(α) 6= 0 wªókno π−1(α) jest nieosobliw¡ krzyw¡ eliptyczn¡.

Z kolei je±li ∆(β) = 0, to mo»na sprawdzi¢ (korzystaj¡c z algorytmu [SS09,
4.2]), »e wªókna π−1(β) s¡ krzywymi singularnymi izomor�cznymi (nad Q) z
y2 = x3 + x2 (inaczej: wªókna osobliwe s¡ typu I1 w klasy�kacji Kodairy).

Skoro krzywe C̃ i E s¡ izomor�czne nad Q(t), wi¦c wªókna osobliwe s¡ tego
samego typu. Mo»na pokaza¢, »e istnieje wysoko±¢ kanoniczna ĥ : C̃(Q(t))→ R
speªniaj¡ca te same wªasno±ci, które speªnia wysoko±¢ kanoniczna dla rozma-
ito±ci abelowych nad ciaªem liczbowym (patrz [BG06, 1.4.6]). Ponadto mamy
odwzorowanie dwuliniowe stowarzyszone z wysoko±ci¡ ĥ:

〈P,Q〉 = χ+ (P.P0) + (Q.P0)− (P.Q),

〈P, P 〉 = 2(χ+ (P.P0)).

Liczba χ ∈ N jest równa genusowi arytmetycznemy C̃ traktowanej jako po-
wierzchnia nad Q. W powy»szym przypadku, na podstawie [SS09, Thm.6.10]
mamy χ = 3. Punkty P,Q ∈ C̃(Q(t)) traktujemy jako przekroje odwzorowa-
nia π : C̃ → P1 : (x, z, w, t) 7→ t. Wówczas (P.Q) jest stopniem przeci¦cia
krzywych P (t), Q(t) (liczonym jako krotno±¢ ich przeci¦cia). Je±li dane s¡ dwa
punkty Pi = (α+βt, g(α+βt)) oraz Pj = (γ+δt, g(γ+δt)), to ich indeks prze-
ci¦cia mo»e by¢ równy tylko 1 lub 0 (brak przeci¦cia lub przeci¦cie jednokrotne,
transwersalne). St¡d dostajemy nast¦pujace proste kryterium dla i 6= j:

(Pi.Pj) =

{
0 (α− γ)(β − δ) = 0,
1 w p.p.

Zatem punkty P1, . . . , P11 s¡ niezale»ne liniowo nad Z wtedy i tylko wtedy,
gdy macierz:

H = (〈Pi, Pj〉)1≤i,j≤11

ma niezerowy wyznacznik. �atwo sprawdzi¢, »e detH = 28 · 35 · 5 · 17.

Krzywe eliptyczne nad Fp(t)

W tym paragra�e naszkicujemy dowód, »e krzywa eliptyczna w postaci Legen-
dre'a:

E : y2 = x(x+ 1)(x+ t)

nad ciaªem Fp(t) (p > 2 jest liczb¡ pierwsz¡) posiada d−2 liniowo niezale»nych
punktów w rozszerzeniu Kd = Fp(µd, t1/d) (patrz [Ulm10]).

W celu konstrukcji poszukiwanych punktów specjalizujemy d = pf + 1
dla f ≥ 0 (w szczególno±ci d jest zawsze parzyste). Wówczas rozszerzenie
Kd konstruujemy poprzez doª¡czenie pierwiastka pierwotnego µd stopnia d z
1 oraz doª¡czaj¡c do Fp(t) element u speªniaj¡cy relacj¦ ud = t. Wówczas
otrzymujemy

Kd = Fp(t)(µd, u)

i wida¢ w szczególno±ci, »e rozszerzenie nie zale»y od wyboru pierwiastka rów-
nania Xd = t.
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Na krzywej E istnieje jeden oczywisty punkt:

P (u) = (u, u(u+ 1)d/2) ∈ E(Kd).

Korzystamy przy tym w istotny sposob z to»samo±ci (a+ b)p = ap + bp zacho-
dz¡cej dla a, b ∈ Fp(t).

Ponadto ªatwo sprawdzi¢, »e punkty P (µid) dla i = 1, . . . , d − 1 równie»
nale»¡ do grupy E(Kd).

Twierdzenie 2.3.7 orzeka tylko, »e grupa E(Kd) jest sko«czenie generowana.
Nie podaje jednak metody konstrukcji wysoko±ci kanonicznej i dodatnio okre-
±lonej, symetrycznej formy dwuliniowej na E(Kd) ⊗ R. Takie funkcje istniej¡
(patrz [Ulm10, 4.2], [SS09, 11.8]). Niech odwzorowanie:

〈·, ·〉 : E(Kd)× E(Kd)→ R

b¦dzie symetryczne i dodatnio okre±lone na punktach nietorsyjnych (tzn. je±li
〈P, P 〉 = 0, to P ∈ E(Kd)tors)). Wówczas na przestrzeni liniowej E(Kd) ⊗ R
indukuje ono struktur¦ przestrzeni euklidesowej z iloczynem skalarnym 〈·, ·〉,
w której obraz inkluzji E(Kd)/E(Kd)tors ↪→ E(Kd)⊗Z R okre±la krat¦.

Twierdzenie [Ulm10, 4.4] orzeka, »e dla d = pf + 1 i p > 2 oraz f ≥ 0
zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

〈Pi, Pj〉 =



(d−1)(d−2)
2d i = j,

1−d
d 2 | i− j, i− j 6= 0,

0 2 - i− j.

W szczególno±ci ªatwo sprawdzi¢, »e dla punktu Q = P0 + . . . + Pd−1 mamy
〈Q,Q〉 = 0, co poci¡ga, »e Q ∈ E(Kd)tors. Podobnie sprawdzamy, »e dla
R = P0−P1 + . . .+Pd−2−Pd−1 zachodzi równo±¢ 〈R,R〉 = 0 i R ∈ E(Kd)tors.

Zauwa»my teraz, »e macierz

H = (〈Pi, Pj〉)0≤i,j≤d−3

jest cykliczna, a jej pierwszy wiersz jest dany nast¦puj¡co

(a0, a1, . . . , ad−5, ad−4, ad−3) =

(
(d− 1)(d− 2)

2d
, 0,

1− d
d

, . . . , 0,
1− d
d

, 0

)
.

Niech dany b¦dzie teraz wielomian:

f(x) =
(d− 1)(d− 2)

2d
+

1− d
d

x2 + . . .+
1− d
d

xd−4 ∈ Q[x].

Wyznacznik macierzy H mo»na obliczy¢ za pomoc¡ operacji elementarnych
(patrz [BG02]):

detH =
d−2∏
i=1

f(ζid−2),

gdzie ζd−2 jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia d−2 z 1. Zauwa»my, »e je±li
ζ = ζid−2 6= ±1, to:

1 + ζ + ζ2 + . . .+ ζd−3 = 0,
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1 + (−ζ) + (−ζ)2 + . . .+ (−ζ)d−3 = 0

i skoro d jest parzyste, to dodaj¡c powy»sze równo±ci stronami i dziel¡c przez
2 dostajemy:

1 + ζ2 + ζ4 + . . .+ ζd−4 = 0.

Zatem dla ζd−2 = 1 i ζ 6= ±1:

f(ζ) =
1− d
d

(
−(d− 2)

2
+ ζ2 + ζ4 + . . .+ ζd−4

)
=

1− d
d

(
−(d− 2)

2
− 1

)
=
d− 1

2
.

Z kolei dla ζ = ±1 zachodz¡ równo±ci:

f(±1) =
1− d
d

(
−(d− 2)

2
+
d− 4

2

)
=
d− 1

d
.

Podstawiaj¡c do wzoru na wyznacznik macierzy H dostajemy:

detH = f(1)f(−1)
∏
ζ 6=±1

f(ζ) =

(
d− 1

d

)2

·
(
d− 1

2

)d−4

.

W szczególno±ci dla d = pf + 1 wyznacznik detH 6= 0. St¡d punkty
P0, . . . , Pd−3 s¡ liniowo niezale»ne i generuj¡ podgrup¦ rangi d− 2 w E(Kd).

Powy»szy przykªad pokazuje, »e nad ciaªami sko«czenie generowanymi do-
datniej charakterystyki mo»na efektywnie konstruowa¢ krzywe eliptyczne z
grup¡ punktów wymiernych dowolnie wysokiej rangi. Wªasno±¢ ta jest w sil-
nym kontra±cie z sytuacj¡ dla krzywych eliptycznych nad ciaªami liczbowymi.
Aktualny rekord rangi jaki ma miejsce nale»y do Elkiesa, który podaª:

E : y2 + xy + y = x3 − x2

− 20067762415575526585033208209338542750930230312178956502x (3.9)

+ 34481611795030556467032985690390720374855944359319180361266008296291939448732243429.

Grupa E(Q) zawiera 28 liniowo niezale»nych punktów

P1 = (−2124150091254381073292137463, 259854492051899599030515511070780628911531),

P2 = (2334509866034701756884754537, 18872004195494469180868316552803627931531),

P3 = (−1671736054062369063879038663, 251709377261144287808506947241319126049131),

P4 = (2139130260139156666492982137, 36639509171439729202421459692941297527531),

P5 = (1534706764467120723885477337, 85429585346017694289021032862781072799531),

P6 = (−2731079487875677033341575063, 262521815484332191641284072623902143387531),

P7 = (2775726266844571649705458537, 12845755474014060248869487699082640369931),

P8 = (1494385729327188957541833817, 88486605527733405986116494514049233411451),

P9 = (1868438228620887358509065257, 59237403214437708712725140393059358589131),

P10 = (2008945108825743774866542537, 47690677880125552882151750781541424711531),



ROZDZIA� 3. PRZYK�ADY OBLICZANIA RANG 79

P11 = (2348360540918025169651632937, 17492930006200557857340332476448804363531),

P12 = (−1472084007090481174470008663, 246643450653503714199947441549759798469131),

P13 = (2924128607708061213363288937, 28350264431488878501488356474767375899531),

P14 = (5374993891066061893293934537, 286188908427263386451175031916479893731531),

P15 = (1709690768233354523334008557, 71898834974686089466159700529215980921631),

P16 = (2450954011353593144072595187, 4445228173532634357049262550610714736531),

P17 = (2969254709273559167464674937, 32766893075366270801333682543160469687531),

P18 = (2711914934941692601332882937, 2068436612778381698650413981506590613531),

P19 = (20078586077996854528778328937, 2779608541137806604656051725624624030091531),

P20 = (2158082450240734774317810697, 34994373401964026809969662241800901254731),

P21 = (2004645458247059022403224937, 48049329780704645522439866999888475467531),

P22 = (2975749450947996264947091337, 33398989826075322320208934410104857869131),

P23 = (−2102490467686285150147347863, 259576391459875789571677393171687203227531),

P24 = (311583179915063034902194537, 168104385229980603540109472915660153473931),

P25 = (2773931008341865231443771817, 12632162834649921002414116273769275813451),

P26 = (2156581188143768409363461387, 35125092964022908897004150516375178087331),

P27 = (3866330499872412508815659137, 121197755655944226293036926715025847322531),

P28 = (2230868289773576023778678737, 28558760030597485663387020600768640028531).



4
Uzupeªnienia algebraiczne

4.1 Podstawowe de�nicje

Formy i odwzorowania kwadratowe

De�nicja 4.1.1 ([Lan73, Def.str.385]). Niech R b¦dzie pier±cieniem przemien-
nym i takim, »e element 2 jest w nim odwracalny, a E, F b¦d¡ R-moduªam.
Mówimy, »e f : E → F jest odwzorowaniem kwadratowym je»eli istniej¡
odwzorowanie dwuliniowe symetryczne g : E × E → F oraz odwzorowanie
liniowe h : E → F takie, »e dla ka»ego x ∈ E mamy

f(x) = g(x, x) + h(x).

Ponadto odwzorowanie f : E → R nazywamy form¡ kwadratow¡ je±li f
jest odwzorowaniem kwadratowym, dla którego stowarzyszone odwzorowanie
liniowe h speªnia h(x) = 0 dla ka»dego x ∈ E.

Lemat 4.1.2. Niech E,F b¦d¡ R-moduªami (element 2 odwracalny w R), a
odwzorowanie f : E → F speªnia prawo równolegªoboku:

h(x+ y) + h(x− y) = 2h(x) + 2h(y)

dla dowolnych x, y ∈ E. Wówczas f jest form¡ kwadratow¡ na E.

Dowód. Dla x = y = 0 dostajemy z prawa równolegªoboku h(0) = 0. Nast¦pnie
kªad¡c p = 0 dostajemy h(−q) = q. Stosuj¡c prawo równolegªoboku dostajemy
równo±ci:

A = h(x+ y + z) + h(x+ z − y)− 2h(x+ z)− 2h(y) = 0,

B = h(x− z + y) + h(x+ z − y)− 2h(x)− 2h(z − y) = 0,

C = h(x− z + y) + h(x+ z + y)− 2h(x+ y)− 2h(z) = 0,

D = 2h(z + y) + 2h(z − y)− 4h(z)− 4h(y) = 0.

Skoro 2 ∈ R×, to mo»emy zde�niowa¢:

g(x, y) =
h(x+ y)− h(x)− h(y)

2

80
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dla dowolnych x, y. Wówczas g(x, y) = g(y, x) oraz:

g(x+ z, y)− g(x, y)− g(z, y) =
A−B + C −D

4
= 0.

Korzystaj¡c z symetrii dostajemy, »e g jest odwzorowaniem dwuliniowym, po-
nadto g(x, x) = h(x). Z De�nicji 4.1.1 wynika, »e h jest form¡ kwadratow¡.

Normy

De�nicja 4.1.3. Niech K b¦dzie ciaªem. Norm¡ okre±lon¡ w ciele K nazy-
wamy odwzorowanie

| · | : K → R

speªniaj¡ce nast¦puj¡ce trzy warunki:

(1) |x| ≥ 0 dla x ∈ K, |x| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0.

(2) |xy| = |x| · |y| dla x, y ∈ K.

(3) |x+ y| ≤ |x|+ |y| dla x, y ∈ K.

Ponadto norm¦ nazywamy niearchimedesowsk¡ je±li zachodzi silniejsza wer-
sja warunku (3):

|x+ y| ≤ max{|x|, |y|}.

Schematy i mor�zmy

De�nicja 4.1.4 (Przestrze« ze snopem). Par¦ (X,OX), gdzie X jest prze-
strzeni¡ topologiczn¡, a OX jest snopem pier±cieni nazywamy przestrzeni¡
ze snopem.

Par¦ (f, f#) nazywamy mor�zmem przestrzeni ze snopem (X,OX)
do (Y,OY ) je±li f : X → Y jest ci¡gªym odwzorowaniem i f# : OY → f∗OX ,
gdzie f∗OX(U) = OX(f−1(U)) dla dowolnego zbioru otwartego U .

Ponadto mówimy, »e para (X,OX) jest lokaln¡ przestrzeni¡ ze snopem
o ile dla ka»dego punktu P ∈ X kieªek OX,P = lim−−−→

P∈U
OX(U) jest pier±cieniem

lokalnym, tzn. ma jeden ideaª maksymalny.
Para (f, f#) : (X,OX) → (Y,OY ) jest mor�zmem lokalnych prze-

strzeni ze snopem je»eli jest mor�zmem przestrzeni ze snopem i dla ka»dego
P ∈ X indukowany homomor�zm f#

P : OY,f(P ) → OX,P speªnia warunek

f#
P (mY,f(P )) = mX,P

dla ideaªów maksymalnych w OY,f(P ) i OX,P .

De�nicja 4.1.5 (Schemat a�niczny). Niech R b¦dzie pier±cieniem przemien-
nym z jedynk¡. Niech

Spec(R) = {p : p jest ideaªem pierwszym w R}

b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ z topologi¡ Zariskiego, tj. baz¦ zbiorów otwar-
tych tworz¡ D(f) = {p ∈ Spec(R) : f /∈ p} dla dowolnego f ∈ R.
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Przestrze« X = Spec(R) wyposa»amy w snop pier±cieni OX zadany na
zbiorze otwartym U ⊂ X nast¦puj¡co:

OX(U) = {s : U → q
p∈U

Rp | s(p) ∈ Rp dla dow.p ∈ U i s jest lok. staªa}.

Pier±cie« Rp oznacza lokalizacj¦ R na ideale p. Ponadto funkcja

s : U → q
p∈U

Rp

jest lokalnie staªa, gdy dla ka»dego ideaªu p ∈ U istnieje otoczenie otwarte
V ⊂ U zawieraj¡ce p takie, »e istniej¡ elementy a, f ∈ R speªniaj¡ce:

s(q) =
a

f
∈ Rq

dla ka»dego ideaªu pierwszego q ∈ V takiego, »e f /∈ q.

De�nicja 4.1.6 (Schemat). Schematem nazywamy par¦ (X,OX), która jest
lokaln¡ przestrzeni¡ ze snopem tak¡, »e ka»dy punkt P ∈ X posiada otoczenie
otwarte U ⊂ X takie, »e para (U,OX |U ) jest schematem a�nicznym.

Mor�zmem schematów nazywamy mor�zm odpowiadaj¡cych im lokal-
nych przestrzeni ze snopem.

Uwaga 4.1.7. Cz¦sto dla uproszczenia notacji schemat (X,OX) b¦dziemy ozna-
cza¢ przez X pomijaj¡c (o ile jest to jednoznaczne z kontekstu) oznaczenie
snopa OX .

De�nicja 4.1.8 (S-schemat). Niech S b¦dzie schematem. S-schematem lub
schematem nad S b¦dziemy nazywali schemat X wyposa»ony w mor�zm
schematów π : X → S. Ponadto je±li S = Spec(R) to b¦dziemy pisali R-
schemat zamiast Spec(R)-schemat.

Je±li π : X → S i ρ : Y → S s¡ S-schematami, to mor�zmem S-schematów
b¦dziemy nazywali mor�zm schematów f : X → Y , który speªnia równo±¢
ρ ◦ f = π.

De�nicja 4.1.9 (Produkt rozwªókniony). Niech S b¦dzie schematem oraz
niech π : X → S oraz ρ : Y → S b¦d¡ S-schematami. Wówczas produktem
rozwªóknionym X i Y nad S nazywamy S-schemat X ×S Y wraz z dwoma
S-mor�zmami:

p : X ×S Y → X,

q : X ×S Y → Y

nazywanymi projekcjami. Schemat X ×S Y speªnia nast¦puj¡cy warunek
uniwersalno±ci: dla dowolnych S-mor�zmów f : Z → X i g : Z → Y istnieje
jedyny S-mor�zm (f, g) : Z → X ×S Y taki, »e nast¦puj¡cy diagram jest
przemienny.
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X

Z X ×S Y S

Y

(f, g)

f

g

p

q

π

ρ

Twierdzenie 4.1.10 ([Har06, Thm.3.3],Istnienie produktu rozwªóknionego).
Niech X,Y b¦d¡ S-schematami. Wówczas istnieje produkt rozwªókniony (X×S
Y, p, q) i jest jedyny z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu S-schematów. Ponadto je±li
S = Spec(R), X = Spec(R1) i Y = Spec(R2), to X ×S Y = Spec(R1 ⊗R R2).

De�nicja 4.1.11 (Domkni¦ta immersja). Domkni¦t¡ immersj¡ nazywamy
mor�zm schematów (f, f#) : (X,OX) → (Y,OY ) taki, »e f : X → Y jest
homeomor�zmem X na obraz f(Y ) oraz odwzorowanie f# : OY → f∗OX
jest surjekcj¡ , tj. dla ka»dego P ∈ X homomor�zm pier±cieni lokalnych f#

P :
OY,f(P ) → f∗OX,P jest surjekcj¡.

De�nicja 4.1.12 (Mor�zm rozdzielony, schemat rozdzielony). Niech f : X →
Y b¦dzie mor�zmem schematów. Istnieje jedyny mor�zm ∆X/Y = (idX , idX) :
X → X ×Y X (patrz De�nicja 4.1.9 dla f = g = idX i π = ρ = f). Mówimy,
»e mor�zm f jest rozdzielony je±li mor�zm ∆X/Y jest domkni¦t¡ immer-
sj¡. Ponadto mówimy wówczas, »e schemat X jest rozdzielony nad Y . W
szczególno±ci je±li Y = Spec(Z), to mówimy, »e schemat X jest rozdzielony.

De�nicja 4.1.13 (Schemat caªkowity). Schemat X nazywamy caªkowitym
je±li dla ka»dego otwartego U ⊂ X, pier±cie« OX(U) jest dziedzin¡ caªkowito-
±ci.

Twierdzenie 4.1.14 ([Har06, II,Prop.3.1]). Schemat X jest caªkowity wtedy
i tylko wtedy, gdy X jest nierozkªadalny jako przestrze« topologiczna i dla ka»-
dego otwartego U ⊂ X pier±cie« OX(U) nie ma elementów nilpotentnych.

De�nicja 4.1.15 (Rozmaito±¢ algebraiczna). Niech k b¦dzie ciaªem i niech
k-schemat X b¦dzie rozdzielony oraz X ×Spec(k) Spec(k) jest caªkowity.

Schemat X jest rozmaito±ci¡ a�niczn¡ nad k, gdy X = Spec(R), o ile
R jest sko«czenie generowan¡ k-algebr¡.

Schemat X jest rozmaito±ci¡ algebraiczn¡ nad k je±li istnieje sko«czone
otwarte pokrycie X =

⋃
iXi takie, »e (Xi,OX |Xi) s¡ rozmaito±ciami a�nicz-

nymi nad k.

De�nicja 4.1.16 (Przestrze« rzutowa, rozmaito±¢ rzutowa). Niech R b¦dzie
pier±cieniem przemiennym z jedynk¡ i n ≥ 0 ustalon¡ liczb¡ caªkowit¡. Dla
ka»dego 0 ≤ i ≤ n ustalamy zbiory:

Xi = Spec(R[T−1
i Tj ]0≤j≤n),

Xij = D(T−1
i Tj) ⊆ Xi.
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Ze wzgl¦du na równo±ci

OXi(Xij) = R[T−1
i Tj , T

−1
j Ti, T

−1
i Tk]0≤k≤n = OXj (Xji),

schematy a�niczne Xij i Xji s¡ izomor�czne. Mo»emy sklei¢ R-schemat wzdªu»
Xij . Otrzymany w rezultacie schemat nazywamy przestrzeni¡ rzutow¡ nad
R wymiaru n i oznaczamy PnR.

Rozmaito±ci¡ rzutow¡ nad ciaªem k nazywamy domkni¦ty podschemat
schematu Pnk dla pewnego n ≥ 0.

De�nicja 4.1.17. Schemat X jest noetherowski je±li jest sum¡ sko«czenie
wielu schematów a�nicznych Xi takich, »e pier±cienie OX(Xi) s¡ noetherow-
skie.

Mówimy, »e schemat X jest lokalnie noetherowski, gdy ka»dy punkt
x ∈ X posiada otoczenie U , które jest schematem noetherowskim.

De�nicja 4.1.18 (Schemat regularny). Niech X b¦dzie schematem i x ∈ X.
Przez mx oznaczmy jedyny ideaª maksymalny w pier±cieniu lokalnym OX,x.
Ciaªem reszt nazywamy ciaªo k(x) = OX,x/mx. Okre±lmy przestrze« k(x)-
liniow¡ mx/m

2
x = mx ⊗OX,x k(x). Przestrzeni¡ styczn¡ w sensie Zari-

skiego nazywamy przestrze« k(x)-liniow¡:

TX,x = Homk(x)(mx/m
2
x, k(x)).

Mówimy, »e schemat lokalnie noetherowski X jest regularny w punk-
cie x ∈ X je±li dimOX,x = dimk(x) TX,x. Je»eli schemat X jest regularny w
ka»dym punkcie, to mówimy, »e jest on regularny.

Mówimy ponadto, »e schematX jest gªadki nad k je±li schematX×Spec(k)

Spec(k) jest regularny.

W praktyce, lokalnie wokóª ka»dego punktu x na rozmaito±ci X mo»emy
znale¹¢ otwarte otoczenie a�niczne U takie, »e X ∩ U jest domkni¦t¡ podroz-
maito±ci¡ Z = V (I) w Ank i generuj¡cy j¡ ideaª jest zadany przez wielomiany
F1, . . . , Fr. Niech x ∈ Z(k). Dana jest macierz:

Jx =

(
∂Fi
∂Tj

(x)

)
1≤i≤r,1≤j≤n

.

Wówczas X jest regularny w punkcie x wtedy i tylko wtedy, gdy:

rzJx = n− dimOX,x.

De�nicja 4.1.19 (Wymiar schematu, kowymiar schematu). Niech (X,OX)
b¦dzie schematem. Wymiarem schematu nazywamy liczb¦ dimX równ¡
wymiarowi topologicznemu przestrzeni, tj. supremum po wszystkich liczbach
naturalnych n takich, »e istnieje ªa«cuch:

Z0 ⊂ Z1 ⊂ . . . ⊂ Zn

parami ró»nych nieredukowalnych (nierozkªadalnych na sum¦ wªa±ciwych zbio-
rów domkni¦tych) zbiorów domkni¦tych w X.
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Niech Z b¦dzie nierozkªadalnym domkni¦tym podzbiorem w X, wtedy ko-
wymiarem Z w X, oznaczanym codim(Z,X) nazywamy supremum liczb na-
turalnych n takich, »e istnieje ci¡g:

Z = Z0 ⊂ Z1 ⊂ . . . ⊂ Zn

nierozkªadalnych, parami ró»nych podzbiorów domkni¦tych w X.
Je±li Y jest dowolnym zbiorem domkni¦tym w X, to de�niujemy:

codim(Y,X) = inf
Z⊂Y

codim(Z,X),

gdzie inf bierzemy po zbiorach Z ⊂ Y domkni¦tych i nierozkªadalnych.

De�nicja 4.1.20 (S-schemat grupowy). Niech S b¦dzie schematem. Schema-
tem grupowym nad S nazywamy S-schemat G wyposa»ony w nast¦puj¡ce
S-mor�zmy:

mno»enie m : G×S G→ G,

identyczno±¢ ε : S → G,

odwrotno±¢ inv : G→ G

takie, »e przemienne s¡ nast¦puj¡ce diagramy:

G×S G×S G G×S G

G×S G G

m× idG

idG ×m

m

m

Rysunek 4.1: �¡czno±¢

G×S S G×S G

G

idG × ε

idG
m

Rysunek 4.2: Prawa identyczno±¢
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G G×S G G×S G

S G

∆G/S idG × inv

m

ε

Rysunek 4.3: Prawa odwrotno±¢

W szczególno±ci dla dowolnego S-schematu π : T → S zbiór G(T ) =
MorS(T,G) wszystkich S-mor�zmów z T do G ma struktur¦ grupy z identycz-
no±ci¡ (ε, π) : S×ST → G×ST i indukowan¡ zmmap¡m(T ) : G(T )×G(T )→
G(T ) oraz pochodz¡cym od inv odwzorowaniem inv(T ) : G(T )→ G(T ).

De�nicja 4.1.21 (Grupa algebraiczna). Niech k b¦dzie ciaªem i niech dany
b¦dzie k-schemat X, który jest rozmaito±ci¡ algebraiczn¡ nad k. Rozmaito±¢
X nazywamy grup¡ algebraiczn¡ nad k je±li jest k-schematem grupowym.

Wniosek 4.1.22. Grupa algebraiczna G nad k jest gªadka nad k.

Dowód. Na mocy [Liu02, Lemm.4.2.21] G zawiera punkt regularny domkni¦ty,
czyli w kosekwencji schemat jest gªadki nad k w tym punkcie. U»ywaj¡c mor-
�zmu translacji o punkt domkni¦ty otrzymujemy, »e w ka»dym punkcie do-
mkni¦tym schemat G jest gªadki i skoro punkty G(k) s¡ g¦ste w schemacie G,
to caªy schemat jest gªadki.

De�nicja 4.1.23 (Rozmaito±¢ abelowa). Grup¦ algebraiczn¡ okre±lon¡ nad
ciaªem k, która jest rozmaito±ci¡ rzutow¡, nazywamy rozmaito±ci¡ abelow¡
zde�niowan¡ nad k.

Twierdzenie 4.1.24 ([CS86, Milne,Sec.2,7]). Rozmaito±¢ abelowa X nad k
jest przemienna, tzn. zbiór X(L) = X(Spec(L)) jest przemienn¡ grup¡ dla
ka»dego rozszerzenia ciaª L/k, L ⊂ k.

De�nicja 4.1.25 (Krzywa eliptyczna). Krzyw¡ eliptyczn¡ nazywamy roz-
maito±¢ abelow¡ E nad ciaªem k wymiaru 1. W szczególno±ci zbiór E(k)
zawiera identyczno±¢ ε : Spec(k) → E oraz okre±lone jest odwzorowanie
m(k) : E(k) × E(k) → E(k), które zadaje dziaªanie w grupie abelowej E(k).
Ponadto schemat E jest gªadki nad k.

4.2 Systemy liniowe i dywizory

De�nicja 4.2.1 (Dywizor Weila). Niech X b¦dzie noetherowskim, rozdzie-
lonym i caªkowitym schematem, który jest regularny w kowymiarze 1 (tzn.
dla ka»dego x ∈ X takiego, »e OX,x jest wymiaru 1 zachodzi dimOX,x =
dimk(x) TX,x).

Dywizorem pierwszym naX nazywamy domkni¦ty nieredukowalny sche-
mat Y ⊂ X kowymiaru 1 w X.

Dywizorem Weila nazywamy element grupy abelowej wolnej Div(X) ge-
nerowanej przez wszystkie dywizory pierwsze, tj. D ∈ Div(X) mo»na zapisa¢
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w postaci sko«czonej sumy D =
∑

i niYi, gdzie Yi s¡ dywizorami pierwszymi,
a ni s¡ liczbami caªkowitymi.

Niech Y b¦dzie dywizorem pierwszym na X. Je±li η ∈ Y speªnia {η} = Y
(jest punktem generycznym), to pier±cie« Oη,X jest pier±cieniem z waluacj¡
dyskretn¡ vY i ciaªem uªamków K = K(X) = Frac(OX,η).

Lemat 4.2.2 ([Har06, II,Lemm.6.1]). Niech X b¦dzie noetherowskim, rozdzie-
lonym i caªkowitym schematem, regularnym w kowymiarze 1 i niech f ∈ K×.
Wówczas vY (f) = 0 dla prawie wszystkich dywizorów pierwszych Y .

De�nicja 4.2.3 (Dywizor funkcji, liniowa równowa»no±¢ dywizorów). Niech
X b¦dzie noetherowskim, rozdzielonym i caªkowitym schematem regularnym
w kowymiarze 1 i niech f ∈ K×. Dywizorem funkcji f b¦dziemy nazywa¢
element (f) ∈ Div(X) postaci

(f) =
∑
Y

vY (f)Y,

gdzie suma jest wzi¦ta po wszystkich dywizorach pierwszych Y w X. Dywizory
funkcji tworz¡ podgrup¦ w Div(X).

Dwa dywizory D,D′ ∈ Div(X) nazywamy liniowo równowa»nymi i
piszemy D ∼ D′ je»eli ich ró»nica jest dywizorem pewnej funkcji. Grup¦
Div(X)/{grupa dywizorów funkcji} nazywamy grup¡ klas dywizorów i ozna-
czamy Cl(X).

De�nicja 4.2.4 (Dywizor Cartier). Niech X b¦dzie rozmaito±ci¡ algebraiczn¡
nad ciaªem k. Dywizorem Cartier b¦dziemy nazywali klas¦ równowa»no±ci zbio-
rów par {(Ui, fi)} speªniaj¡cych warunki:

(i) Zbiory otwarte Ui pokrywaj¡ X.

(ii) Elementy fi nale»¡ do K(X)×.

(iii) Dla dowolnych i, j zachodzi fif
−1
j ∈ OX(Ui ∩ Uj)×.

Dwie rodziny {(Ui, fi)} i {(Vj , fj)} uwa»amy za równowa»ne je±li fig
−1
j ∈

OX(Ui ∩ Vj)∗ dla wszystkich i, j.
Dywizory Cartier mo»emy dodawa¢ w nast¦puj¡cy sposób:

{(Ui, fi)}+ {(Vj , fj)} := {(Ui ∩ Vj , figj)}.

Z t¡ operacj¡ dywizory Cartier tworz¡ grup¦ oznaczan¡ symbolem CaDiv(X).
Ponadto dywizor div(f) = {(U, f)} nazywa¢ b¦dziemy dywizorem funkcji

f ∈ K(X)×.
Dywizory funkcji tworz¡ podgrup¦ w grupie dywizorów Cartier i grup¦ ilo-

razow¡ CaDiv(X)/{dywizory funkcji} b¦dziemy nazywa¢ grup¡ klas Pic(X).
Dywizory D,D′ z tej samej klasy równowa»no±ci nazywamy liniowo równowa»-
nymi, co oznaczamy symbolem D ∼ D′.

No±nikiem dywizora D = {(Ui, fi)} nazywamy zbiór:

Supp(D) =
⋃
i

{x ∈ Ui | fi /∈ O∗X,x}.
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Twierdzenie 4.2.5 ([Har06, II,Prop.6.11]). Niech X b¦dzie rozmaito±ci¡ al-
gebraiczn¡ gªadk¡ nad k. Wówczas odwzorowanie:

CaDiv(X)→ Div(X)

{(Ui, fi)} 7→
∑
Y

vY (fi)Y,

gdzie suma jest wzi¦ta po dywizorach pierwszych oraz vY (fi) = 0 je±li Y ∩Ui =
∅, jest izomor�zmem odwzorowuj¡cym grup¦ dywizorów funkcji w CaDiv(X)
na grup¦ dywizorów funkcji w Div(X).

Ostatnie twierdzenie pozwala nam uto»samia¢ obie grupy dywizorów dla
rozmaito±ci gªadkich. Niektóre konstrukcje pisz¡ si¦ pro±ciej w j¦zyku dywi-
zorów Weila, a inne w j¦zyku dywizorów Cartier. Przykªadem jest poni»ej
zde�niowane cofni¦cie dywizora.

De�nicja 4.2.6 (Cofni¦cie dywizora). Niech g : X → Y b¦dzie mor�zmem
k-rozmaito±ci i niech D = {(Ui, fi)} ∈ CaDiv(Y ). Przypu±¢my, »e g(X) nie
jest zawarte w Supp(D). Wówczas istnieje dywizor g∗(D) ∈ CaDiv(X) zde�-
niowany nast¦puj¡co:

g∗(D) = {(g−1(Ui), fi ◦ g}.

Zachodz¡ wªasno±ci g∗(D + E) = g∗(D) + g∗(E) oraz (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗.

Lemat 4.2.7 ([HS00, Lemm.A.2.2.5,Prop.A.2.2.6]). Niech f : X → Y b¦-
dzie mor�zmem rozmaito±ci. Je±li D,D′ ∈ CaDiv(Y ) s¡ liniowo równowa»ne
i f(X) nie jest zawarty w Supp(D) ∪ Supp(D′), to f∗(D) ∼ f∗(D′).

Ponadto dla ka»dego dywizora D ∈ CaDiv(Y ) istnieje pewien dywizor D′ ∈
CaDiv(Y ) speªniaj¡cy:

D ∼ D′ oraz f(X) 6⊂ Supp(D′).

W szczególno±ci odwzorowanie f indukuje f∗ : CaDiv(Y ) → CaDiv(X), które
jest dobrze okre±lone dla D takich, »e f(X) 6⊂ Supp(D), a to indukuje dobrze
okre±lony homomor�zm grup:

f∗ : Pic(Y )→ Pic(X).

Twierdzenie Riemanna-Rocha

De�nicja 4.2.8. Niech X b¦dzie rozmaito±ci¡ gªadk¡ nad k, a D dywizo-
rem okre±lonym nad k (tzn. niezmienniczym ze wzgl¦du na dziaªanie grupy
Gal(k/k) na punktach X(k) rozmaito±ci X). Przez LK(D) b¦dziemy oznaczali
przestrze« liniow¡:

LK(D) = {f ∈ K(X)∗ | D + div(f) ≥ 0} ∪ {0}

dla k ⊆ K ⊆ ksep oraz K(X) = Frac(OX,η ⊗k K). Ponadto wymiar tej prze-
strzeni liniowej nad k oznaczamy przez lK(D).
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Twierdzenie 4.2.9 ([HS00, Prop.A.2.2.10]). Niech k b¦dzie ciaªem doskona-
ªym. Wówczas zachodzi równo±¢:

Lk(D)⊗k k = Lk(D)

dla dowolnej rozmaito±ci X nad k i dywizora D zde�niowanego nad k. W szcze-
gólno±ci mo»na wybra¢ baz¦ Lk(D) sposród elementów nale»¡cych do k(X).

Twierdzenie 4.2.10. Niech X b¦dzie rozmaito±ci¡ nad k = k i oznaczmy
L(D) = Lk, a D,D

′Div(X). Wówczas:

(i) Zachodzi inkluzja k ⊂ L(D) wtedy i tylko wtedy, gdy D ≥ 0.

(ii) Je±li D ≤ D′, to L(D) ⊂ L(D′).

(iii) Je±li D′ = D + div(g), to odwzorowanie f 7→ gf jest izomor�zmem
przestrzeni liniowych L(D′) i L(D).

Twierdzenie 4.2.11 ([HS00, Cor.A.3.2.7]). Niech X b¦dzie rozmaito±ci¡ rzu-
tow¡ nad ciaªem k. Je±li D jest dywizorem na X, to wymiar lk(D) = dimLk(D)
jest sko«czony.

O przestrzeni L(D) mo»emy powiedzie¢ wi¦cej je±li X jest krzyw¡.

Twierdzenie 4.2.12 ([HS00, Thm.A.4.2.1],Riemann-Roch). Niech C b¦dzie
gªadk¡ krzyw¡ rzutow¡ nad ciaªem k = k. Wówczas istnieje liczba naturalna
g ≥ 0 taka, »e dla dowolnego dywizora D ∈ Div(C) okre±lonego nad k zachodzi:

lk(D)− lk(KC −D) = deg(D)− g + 1,

gdzie KC jest dywizorem pochodz¡cym od niezerowej formy ró»niczkowej na C,
natomiast deg(

∑
niYi) =

∑
ni.

De�nicja 4.2.13 (Genus krzywej gªadkiej). Genusem krzywej gªadkiej C
nazywamy liczb¦ g okre±lon¡ w powy»szym twierdzeniu.

Twierdzenie 4.2.14. Niech C b¦dzie krzyw¡ gªadk¡ genusu g nad ciaªem k,
doskonaªym i domkni¦tym algebraicznie. Wówczas zachodz¡ wªasno±ci (niech
l(D) := lk(D)):

(i) Wymiar l(KC) = g oraz degKC = 2g − 2.

(ii) Je±li deg(D) < 0, to l(D) = 0.

(iii) Je±li deg(D) ≥ 2g − 1, to l(D) = deg(D)− g + 1.

(iv) Je±li l(D) 6= 0 i l(KC −D) 6= 0, to l(D) ≤ 1
2 deg(D) + 1.
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Systemy liniowe

De�nicja 4.2.15 (Zupeªny system liniowy). Niech X b¦dzie rozmaito±ci¡.
Zupeªnym systemem liniowym |D| stowarzyszonym z dywizorem D ∈
Div(X) nazywamy zbiór wszystkich dywizorów efektywnych D′ (tzn. D′ =∑

i niYi i ni ≥ 0) liniowo równowa»nych z D.
Zbiorem punktów bazowych zupeªnego systemu liniowego |D| nazywamy

przekrój wszystkich no±ników dywizorów zawartych w |D|. System liniowy |D|
nazywamy systemem bez punktów bazowych je±li przekrój ten jest pusty.
Ponadto mówimy, »e dywizor D nie ma punktów bazowych je±li stowarzy-
szony z nim system liniowy |D| nie ma punktów bazowych.

De�nicja 4.2.16 (Odwzorowanie stowarzyszone z dywizorem). Niech X b¦-
dzie rozmaito±ci¡ rzutow¡ i D ∈ Div(X). Wówczas istnieje sko«czona baza
przestrzeni L(D): f0, . . . , fn. Odwzorowaniem stowarzyszonym z D nazy-
wamy przeksztaªcenie:

φD : X → Pn

φD : x 7→ (f0(x), . . . , fn(x)).

DywizorD nazywamy bardzo szerokim je±li φD jest injekcj¡, której obra-
zem jest zbiór domkni¦ty w Pn oraz indukuje injekcj¦ na poziomie przestrzeni
stycznych φD,x : TxX → TφD(x)Pn, natomiast je±li nD jest bardzo szeroki dla
pewnego n ≥ 1 to D nazywamy dywizorem szerokim.

Twierdzenie 4.2.17 ([BG06, A.6.10]). Dowolny dywizor mo»e by¢ zapisany
jako ró»nica dwóch dywizorów bardzo szerokich. Dokªadniej je±li D jest ustalo-
nym dywizorem, a H dowolnym bardzo szerokim dywizorem to:

(a) Istnieje staªa m ≥ 0 taka, »e D+mH jest dywizorem bez punktów bazo-
wych.

(b) Je±li D jest dywizorem bez punktów bazowych, to D+H jest bardzo sze-
roki.

Stwierdzenie 4.2.18 (Hindry-Silverman A.3.2.4). Niech f : X → Y b¦dzie
mor�zmem rozmaito±ci rzutowych. Je±li D jest dywizorem bez punktów bazo-
wych w Y , to f∗D jest dywizorem bez punktów bazowych w X.

Dywizory na rozmaito±ciach abelowych

De�nicja 4.2.19 (Izogenia). Homomor�zm φ dwóch rozmaito±ci abelowych
A, B nad ciaªem k, tego samego wymiaru speªniaj¡cy warunek surjektywno±ci:

φ(A(k)) = B(k)

nazywamy izogeni¡.

Twierdzenie 4.2.20 (Wzór Mumforda, [HS00, Cor.A.7.2.5]). Niech D b¦dzie
dywizorem na rozmaito±ci abelowej A oraz niech [n] : A→ A b¦dzie mor�zmem
mno»enia przez n. Wówczas:

[n]∗D ∼
(
n2 + n

2

)
D +

(
n2 − n

2

)
[−1]∗D.
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Twierdzenie 4.2.21. Niech A b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡ wymiaru g zde�-
niowan¡ nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym K charakterystyki p ≥ 0.

(i) Mor�zm mno»enia przez n [n] : A→ A jest izogeni¡ stopnia n2g.

(ii) Je±li p = 0 lub p - n, to :

A[n] = ker[n] ∼= (Z/nZ)2g.

(iii) Je±li p > 0, to istnieje liczba caªkowita 0 ≤ r ≤ g taka, »e dla dowolnego
t ≥ 1 A[pt] ∼= (Z/ptZ)r.

Twierdzenie 4.2.22. Niech A b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡. De�niujemy mor-
�zmy σ, δ, π1, π2 : A×A→ A okre±lone wzorami σ(x, y) = x+y, δ(x, y) = x−y,
π1(x, y) = x oraz π2(x, y) = y. Wówczas dla dowolnej klasy c ∈ Cl(A) nast¦-
puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) [−1]∗c = c

(ii) σ∗c+ δ∗c = 2π∗1c+ π∗2c

Uwaga: w przypadku rozwa»ania grupy dywizorów Div powy»sze równo±ci klas
dywizorów przechodz¡ w relacje liniowej równowa»no±ci ∼ pomi¦dzy nimi.

Twierdzenie 4.2.23 ([BG06, Prop. 8.6.4]). Niech A/K b¦dzie rozmaito±ci¡
abelow¡ nad ciaªem K. Wówczas istnieje dywizor D ∈ Div(A), który jest
bardzo szeroki. Równowa»nie istnieje zanurzenie A ↪→ Pn.

Ponadto dywizor C = D+ [−1]∗D jest bardzo szeroki oraz symetryczny, tj.
C ∼ [−1]∗C.

Rozmaito±¢ abelowa dualna

De�nicja 4.2.24 (Skªadowa spójna w Pic(A), grupa NS(A)). Niech A b¦dzie
rozmaito±ci¡ abelow¡. Grup¦ dywizorów niezmienniczych na translacje o punkt
domkni¦ty z A b¦dziemy oznaczali Pic0(A):

Pic0(A) = {c ∈ Pic(A) | t∗ac = c dla dowolnego punktu domkni¦tego a ∈ A},

gdzie ta : A → A jest translacj¡ o punkt domkni¦ty a ∈ A. Grup¡ Nérona-
Severiego rozmaito±ci A oznaczan¡ NS(A) nazywamy grup¦ ilorazow¡

Pic(A)/Pic0(A).

Fakt 4.2.25. Niech A, B b¦d¡ rozmaito±ciami abelowymi nad ciaªem k. Wów-
czas iloczyn rozwªókniony A→ Spec(k) i B → Spec(k) postaci A×Spec(k)B jest
rozmaito±ci¡ abelow¡

Dowód. Wynika to z de�niji rozmaito±ci abelowej jako schematu oraz zachowa-
nia wªasno±ci caªkowito±ci i zupeªno±ci schematu przy braniu produktów.
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Twierdzenie 4.2.26. Niech A b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡. Istnieje wówczas
rozmaito±¢ Â oraz klasa dywizorów P ∈ Pic(A× Â) taka, »e odwzorowania:

Â→ Pic0(A) : â 7→ i∗â(P),

A→ Pic0(Â) : a 7→ i∗a(P)

s¡ bijekcjami. Odwzorowanie iâ : A → A × Â odwzorowuje iâ(a) = (a, â).
Podobnie de�niujemy odwzorowanie ia : Â→ A× Â, ia(â) = (a, â).

Rozmaito±¢ Â speªniaj¡ca powy»sze wªasno±ci i klasa P (symetryczna) s¡
jedyne z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu rozmaito±ci abelowych.

De�nicja 4.2.27 (Rozmaito±¢ dualna). Niech A b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡
i Â b¦dzie okre±lona jak w twierdzeniu powy»ej. Rozmaito±¢ abelow¡ Â na-
zywamy rozmaito±ci¡ abelow¡ dualn¡ do A, a ka»dy dywizor z klasy P
nazywamy dywizorem Poincarégo.

Dalsze wªasno±ci krzywych eliptycznych

W poni»szym paragra�e omówimy pokrótce konstrukcj¦ modelu Weierstrassa
krzywej eliptycznej i poka»emy jak w naturalny sposób skonstruowa¢ dziaªa-
nie grupowe i podamy jego interpretacj¦ geometryczn¡, która umo»liwi nam
pó¹niejsze praktyczne obliczenia na punktach krzywej.

Twierdzenie 4.2.14 poci¡ga, »e dywizor kanonicznyKE dla rozmaito±ci abe-
lowej E wymiaru 1 jest równy 0. Stosuj¡c Twierdzenie 4.2.12 dla dowolnego
efektywnego dywizora D ≥ 0 otrzymamy, »e lk(D) = deg(D). W szczególno±ci
z de�nicji krzywej eliptycznej wynika, »e istnieje punkt P0 ∈ E(k) i dla n ≥ 1
zachodzi:

dimLk(nP0) = n.

Poni»ej skonstruujemy z pewnych wybranych elementów z Ln = Lk(nP0)
funkcje, które na punktach domkni¦tych schematu b¦d¡ przyjmowa¢ warto±ci
w rozszerzeniach ciaªa k. Dokªadniej, dla ka»dego punktu domkni¦tego x ∈ E
element f ∈ OX(U) dla x ∈ U przyjmuje warto±¢:

f(x) = f̄ ∈ OX,x/Mx,

który jest obrazem f przy odwzorowaniu kanonicznym:

OX(U)→ OX,x/Mx = k(x).

Ponadto w przypadku rozmaito±ci algebraicznych ciaªo k(x) jest sko«czonym
rozszerzeniem k, czyli funkcje f ∈ OX(U) na punktach domkni¦tych przyjmuj¡
zawsze warto±ci w ustalonym domkni¦ciu k.

Zerem funkcji f ∈ OX(U) nazywamy punkt domkni¦ty x ∈ U dla którego
warto±¢ f(x) = 0. Podobnie je±li y ∈ X, punkt domkni¦ty i y /∈ U , to funkcja
f ∈ OX(U) ma biegun w y je±li f nie przedªu»a si¦ do funkcji g ∈ OX(V )
okre±lonej w punkcie x ∈ V i takiej, »e g |U∩V = f |U∩V .
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Mo»na pokaza¢, »e zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

L1 = k

L2 = k ⊕ kx
L3 = k ⊕ kx⊕ ky
L4 = k ⊕ kx⊕ ky ⊕ kx2

L5 = k ⊕ kx⊕ ky ⊕ kx2 ⊕ kxy

Elementy x, y ∈ k(E). Ponadto przestrze« L6 ma wymiar 6 i zawiera 7 funkcji:

1, x, x2, x3, y, xy, y2 ∈ L6.

Istnieje nietrywialna liniowa relacja mi¦dzy elementami. Analizuj¡c zera i bie-
guny poszczególnych z nich oraz wykorzystuj¡c bardzo szeroki system liniowy
|3P0| dostajemy izomor�zm na obraz:

φ : E → P2
k

na punktach domkni¦tych p ∈ E(k) postaci φ(p) = (1, x(p), y(p)). Nietry-
wialna relacja zadaje rozmaito±¢ algebraiczn¡ w P2

k.
Ogólne równanie krzywej eliptycznej E w P2

k przymuje posta¢:

Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3, (4.1)

gdzie a1, a2, a3, a4, a6 ∈ k. Punkt P0 ∈ E(k) odwzorowuje si¦ na φ(P0) =
(0, 1, 0) zwany punktem w niesko«czono±ci (jest to jedyny punkt na krzy-
wej (4.1) speªniaj¡cy warunek Z = 0).

Przy zaªo»eniu, »e chark 6= 2, 3 mo»na sprowadzi¢ równanie krzywej elip-
tycznej E w P2

k do postaci:

Y 2Z = X3 +AXZ +BZ3.

De�nicja 4.2.28 (Posta¢ Weierstrassa). Niech E b¦dzie krzyw¡ eliptyczn¡
nad ciaªem k. Postaci¡ Weierstrassa krzywej nazywamy równanie w P2

k

postaci:

Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3

de�niuj¡ce krzyw¡ gªadk¡.
Skrócon¡ postaci¡ Weierstrassa krzywej E nad ciaªem k charaktery-

styki ró»nej od 2 i 3 nazywamy równanie:

Y 2Z = X3 +AXZ +BZ3.

W szczególno±ci na cz¦±ci a�nicznej P2
k zadanej przez Z = 1 dostaniemy

odpowiednie równania a�niczne krzywej eliptycznej.
De�niujemy stowarzyszone z równaniem

Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3
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pomocnicze funkcje:

b2 = a2
1 + 4a2,

b4 = 2a4 + a1a3,

b6 = a2
3 + 4a6,

b8 = a2
1a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a

2
3 − a2

4,

c4 = b22 − 24b4,

∆ = −b22b8 − 8b34 − 27b26 + 9b2b4b6,

j =
c3

4

∆
.

De�nicja 4.2.29 (Wyró»nik krzywej i j-niezmiennik krzywej eliptycznej).
Wyró»nikiem krzywej eliptycznej w postaci Weierstrassa nazywamy zde-
�niowan¡ powy»ej liczb¦ ∆.

Liczb¦ j okre±lon¡ powy»ej nazywamy j-niezmiennikiem krzywej elip-
tycznej w postaci Weierstrassa.

Twierdzenie 4.2.30 ([Sil86, III,Prop.1.4]). Niech E b¦dzie krzyw¡ eliptyczn¡
nad ciaªem k. Wówczas krzywa E jest gªadka wtedy i tylko wtedy, gdy ∆ 6= 0.

Niech E i E′ b¦d¡ krzywymi nad ciaªem k o j-niezmiennikach j i j′ odpo-
wiednio. Wówczas Ek i E′

k
s¡ izomor�czne wtedy i tylko wtedy, gdy j = j′.

Metod¡ siecznych mo»na zde�niowa¢ geometryczne dodawanie w zbiorze
punktów E(K) dla dowolnego rozszerzenia k ⊂ K ⊂ k (patrz [Sil86, III]).

Przykªad 4.2.31 (Prawo dodawania na krzywej eliptycznej). Niech E b¦dzie
krzyw¡ eliptyczn¡ nad ciaªem k o a�nicznej cze±ci w postaci Weierstrassa:

Eaff : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6.

Krzyw¡ eliptyczn¡ E b¦dziemy uto»samiali z jej modelem rzutowym. Punkt
O = (0, 1, 0) jest punktem w niesko«czono±ci.

Wszystkie mor�zmy rozmaito±ci algebraicznych b¦dziemy poni»ej de�nio-
wa¢ wyª¡cznie na punktach domkni¦tych.
(Element przeciwny)

inv : E → E

Niech P0 = (x0, y0) ∈ E(k). De�niujemy:

inv(P0) =

{
O P0 = O
(x0,−y0 − a1x0 − a3) P0 6= O

(Dodawanie punktów)
m : E × E → E

Niech P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) ∈ E(k). Wówczas zachodz¡ 3 przypadki.
Je±li x1 = x2 oraz y1 + y2 + a1x2 + a3 = 0, to

m(P1, P2) = O.
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W przeciwnym przypadku, gdy x1 6= x2, to mamy:

P3 = (x3, y3),

λ =
y2 − y1

x2 − x1
,

ν =
y1x2 − y2x1

x2 − x1
,

x3 = λ2 + a1λ− a2 − x1 − x2,

y3 = −(λ+ a1)x3 − ν − a3

i m(P1, P2) = P3.
Je»eli x1 = x2, to de�niujemy:

λ =
3x2

1 + 2a2x1 + a4 − a1y1

2y1 + a1x1 + a3

ν =
−x3

1 + a4x1 + 2a6 − a3y1

2y1 + a1x1 + a3

i formuªy na x3, y3 identyczne jak w przypadku x1 6= x2 oraz

m(P1, P2) = P3.

Tak okre±lone odwzorowania przedªu»aj¡ si¦ do mor�zmów schematu gru-
powego E nad k. W szczególno±ci dla ka»dego ciaªa k ⊂ K ⊂ k zbiór E(K)
jest grup¡ przemienn¡ z identyczno±ci¡ OK i dodawaniem oraz elementem
przeciwnym okre±lonymi powy»szymi formuªami.
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pier±cie«
liczb S-caªkowitych, 11

prawo równolegªoboku, 80
produkt

rozwªókniony, 82
przestrze«

rzutowa, 83
ze snopem, 81

przestrze« jednorodna, 53
gªówna, 52

przestrzenie jednorodne
gªówne
krzywych eliptycznych, 53

pullback dywizora, 90

równowa»no±¢
liniowa, 87

redukcja
dobra, 38
zªa, 38

rodzina
krzywych eliptycznych
parametryzowanych krzyw¡ elip-
tyczn¡, 68

parametryzowanych prost¡ rzu-
tow¡, 74

rozmaito±¢
abelowa, 86
±lad, 48
dualna, 92

algebraiczna, 83
rzutowa, 83

rozszerzenie
ciaª
regularne, 48

nierozgaª¦zione, 45

schemat, 82
a�niczny, 81

lokalnie noetherowski, 84
noetherowski, 84
regularny, 84
rozdzielony, 83
S-schemat, 82
grupowy, 85

caªkowity, 83
spadek

przez 2-izogeni¦, 62
system liniowy

zupeªny, 90

twierdzenie
Langa-Nérona, 48
Mordella-Weila
dla ciaª liczbowych, 34
dla ciaª sko«czenie generowa-
nych, 48

sªabe, 34
o K/k-±ladzie, 48
o maksymalnym abelowym roz-

szerzeniu nierozgaª¦zionym,
47

o redukcji rozmaito±ci abelowej,
44

o rozszerzaniu wysoko±ci kano-
nicznej, 33

o spadku na grupach abelowych,
35

o wysoko±ci kanonicznej, 26
Ostrowskiego, 9
Faltingsa, 69
Tunella, 60

wªasno±¢
Northcotta, 14

wymiar
schematu, 84

wysoko±¢
absolutna, 13
kanoniczna
na rozmaito±ci abelowej, 28

stowarzyszona z mor�zmem, 18
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