Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Wydzial Matematyki i Informatyki

Praca magisterska

Bartosz Naskrecki

O pewnym réwnaniu
diofantycznym

Praca napisana pod kierunkiem
prof. dr. hab.
Wojciecha Gajdy

Poznan 2010



Poznan, dnia ...............

OSWIADCZENIE

Ja, nizej podpisany Bartosz Naskrecki student Wydziatu Matematyki i
Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu o§wiadczam, ze
przedktadang prace dyplomowa pt: O pewnym réwnaniu diofantycznym,
napisatem samodzielnie. Oznacza to, ze przy pisaniu pracy, poza niezbednymi
konsultacjami, nie korzystalem z pomocy innych oséb, a w szczegblnoéci nie
zlecalem opracowania rozprawy lub jej czesci innym osobom, ani nie odpisy-
walem tej rozprawy lub jej czeéci od innych oséb.

Oswiadczam réwniez, ze egzemplarz pracy dyplomowej w formie wydruku
komputerowego jest zgodny z egzemplarzem pracy dyplomowej w formie elek-
troniczne;j.

Jednoczesnie przyjmuje do wiadomosdci, ze gdyby powyzsze oswiadczenie
okazalo sie nieprawdziwe, decyzja o wydaniu mi dyplomu zostanie cofnieta.
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Wstep

Teoria liczb jest dziedzing matematyki, ktéra koncentruje sie wokét znajdowa-
nia rozwigzan réwnan w liczbach catkowitych. Juz od starozytnodci, od czaséw
Diofantosa i Arytmetyki jego autorstwa, wiemy, ze poszczegélne rownania nie
daja sie rozwigzywaé w sposéb jednolity. W zasadzie mozna powiedzieé, ze
kazde réwnanie wielomianowe o wspotczynnikach catkowitych, zwane odtad
rownaniem diofantycznym, wymaga zazwyczaj zupetnie odrebnego algorytmu,
ktéry pozwala znalezé wszystkie rozwiazania catkowite.
Celem tej pracy jest omdwienie metod rozwigzywania réwnania

y* = 2° + Az + B, (1.1)

gdzie liczby A oraz B sa ustalonymi liczbami catkowitymi. Ogélniej intereso-
waé bedzie nas problem znajdowania rozwigzan wymiernych takiego réwnania
(przy zalozeniu, ze A, B € Q). Przez wyrugowanie mianownikéow taki pro-
blem jest réwnowazny znajdowaniu rozwiazan catkowitych pewnego réwnania
diofantycznego.

Pytanie o istnienie efektywnego algorytmu znajdujacego rozwiazania cal-
kowite badz wymierne rownania (1.1) ma swoje daleko idace uogélnienie zwane
X problemem Hilberta:

Ustali¢ czy istnieje algorytm, ktéry w skoriczonej liczbie krokdw
potrafi rozstrzygnaé dla kazdego réwnania diofantycznego okreslo-
nego przez wielomian skorniczonej liczby zmiennych o wspoétczynni-
kach catkowitych, czy istnieje jego rozwiazanie w liczbach catkowi-
tych.

W szeregu prac M. Davis, H. Putnam i J. Robinson oraz ostatecznie Y. Ma-
tiyasevich pokazali, ze odpowiedZ na powyzsze pytanie jest w ogélnosci nega-
tywna. Mimo to, w szczeg6lnych przypadkach, tzn. gdy rownanie diofantyczne
jest liniowe (wielomian zadajacy to rownanie jest liniowy) lub kwadratowe,
istnieja efektywne algorytmy, ktére pozwalaja nie tylko stwierdzi¢ istnienie
rozwiazan, ale réwniez podaé efektywny sposoéb ich znajdowania. Przypadek
rownania (1.1) jest najprostszym, dla ktérego nie istnieje w pelni ogélny algo-
rytm rozstrzygajacy istunienie rozwiazan catkowitych.

Dziesiaty problem Hilberta nie jest rozstrzygniety do dzis, jesli wspotczyn-
niki réwnania wielomianowego sg liczbami wymiernymi i poszukuje sie istnienia



ROZDZIAL 1. WSTEP 3

rozwigzan wymiernych. Tym bardziej istotne jest poszukiwanie metod rozwia-
zywania, np. rownania (1.1) w liczbach wymiernych.

Mozemy powiedzie¢ duzo wiecej o strukturze rozwiazan rownania (1.1) jesli
wprowadzimy dodatkowe pojecia, ktore ukaza nam geometryczna strukture
tych rozwiazan.

Definicja 1.0.1 (Krzywa eliptyczna). Zbior rozwiazan zespolonych réwnania:
y* =2+ Ar+ B (1.2)

dla A, B € Q nazywamy krzywa eliptyczna nad cialem Q o ile réwnanie
definiujace krzywa ma dobrze okreélong prosta styczng w kazdym punkcie tej
krzywej.

Zapisujac réwnanie 1.1 w postaci rzutowe;j
B9’z =’ + Axz® + B2°,

gdzie trojki [z, y, z] oznaczaja wspotrzedne jednorodne (tzn. [x,y, 2] ~ [Ax, Ay, Az]
dla dowolnego A € K*). Otrzymujemy krzywa rzutowa, ktora ma doktadnie
jeden punkt w nieskoriczonosci (tzn. dla z = 0). Dla z = 1 dostajemy z powro-
tem krzywa eliptyczna w sensie powyzszej definicji. Dla tak okreslonej krzywej
rzutowej definiujemy zbi6r

E(C)={[z,y,2] € C®| y*=2a3+ Az + B}U{[0,1,0]}.

Najbardziej interesujaca bedzie dla nas struktura pozdbioru E(Q) C E(C),
ktory zawiera wszystkie rozwigzania rownania (1.1) w liczbach wymiernych.

Zadziwiajaca wlasnodcia zbioru E(Q) jest fakt, ze posiada on strukture
grupy abelowej. Dzialanie dodawania punktéw pochodzi od znanej juz Dio-
fantosowi metody siecznych (skutecznie wykorzystywanej rowniez przez Fer-
mata). Majac dane dwa punkty wymierne, rozne od punktu w nieskoriczonosci
Py, P, € E(Q) prowadzimy przez nie prosta o wspotczynnikach wymiernych,
ktora przecina krzywa E w trzecim punkcie, o wspoétrzednych wymiernych. Tak
okreslony punkt R bedzie elementem przeciwnym do punktu P; +g P». Ele-
mentem neutralnym dzialania +g jest punkt w nieskoniczonosci O = [0,1,0].
Ponadto element przeciwny wyznacza sie w ten sposob, ze jesli dany jest punkt
Q = [z,y, 1], to przeciwny do niego —Q := [z, —y, 1]. Szczegdtowy opis prawa
dodawania (w pozostatych przypadkach, gdy poszczegdlne punkty sg parami
rowne) zostanie przedstawiony w Przyktadzie 4.2.31.

Pionierami badan nad struktura grupy E(Q) byli H. Poincaré i B. Levi.
Beppo Levi zdotal ustali¢ jak wyglada struktura punktéw skoniczonego rzedu
w grupie F(Q) dla réznych wyboréw A oraz B, lecz mimo prawie kompletne;
listy takich grup, nie udowodnit klasyfikacji w pelnej ogélnosci. Dopiero w 1977
B. Mazur podat ostateczne rozwiazanie problemu.

Twierdzenie 1.0.2 (Mazur, 1977). Niech E bedzie krzywq eliptyczng nad Q.
Grupa wymiernych punktow torsyjnych na krzywej E jest jedng z grup postaci:

Z/nZ
dla 1 <n <10 albo n =12, albo:
7)27 & Z]2nZ

dlal <n<4.
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Sformutowana przez B. Leviego hipoteza, ze grupa FE(Q) jest skonczenie
generowana, zostata udowodniona w 1922 roku przez L. Mordella.

Twierdzenie 1.0.3 (Mordell, 1922). Niech E bedzie krzywq eliptyczng nad
ciatem Q. Wowczas grupa punktow wymiernych E(Q) wraz z punktem w nie-
skoriczonodci jest skoriczenie generowang grupg abelowg.

Znalezienie efektywnej metody obliczania generatoréw grupy E(Q) stato
sie centralnym tematem teorii krzywych eliptycznych. Do dzi§ nie jest znane
ogolne rozwigzanie tego problemu. Aktualny rekord rangi grupy F(Q) wynosi
28 (patrz Przyklady: réwnanie (3.9)).

Istnienie efektywnego algorytmu wyznaczajacego grupe punktéw torsyj-
nych F(Q)sors gwarantuje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.0.4 (Nagell,1935;Lutz,1937). Niech dana bedzie krzywa elip-
tyczna E : y?* = 23+ Ax+B nad Q. Niech P = (z,y) bedzie punktem torsyjnym
niezerowym na krzywej K, tzn. P # O. Wéwczas albo 2P = O, albo

y? | 44° +27B%
Przyktad 1.0.5. Niech dana bedzie krzywa eliptyczna
E:y?=a3+0.
Woéwczas struktura grupy punktéw wymiernych jest nastepujaca:
E(Q)tors = {(0,(0,3),(0,-3)},

E(Q) = E(Q)tors ® ((—2,1)),

gdzie ((—2,1)) jest podgrupa generowana przez punkt nieskoriczonego rzedu
(—2,1).

Uogolnienie Twierdzenia 1.0.3 zostato przeprowadzone przez A. Weila (These
de doctorat, 1928). Twierdzenie w ogdlnosci stosuje sie do rozmaitosci abelo-
wych nad ciatami liczbowymi.

Definicja 1.0.6 (Rozmaitos¢ abelowa). Grupe algebraiczng (patrz Definicja
4.1.21) okreslong nad ciatem k, ktora jest rozmaitoécia rzutowa, nazywamy
rozmaitoscia abelowa zdefiniowana nad k.

Przypadek udowodniony przez Weila obejmowal réwniez szczegélng klase
rozmaitosci abelowych - jakobiany krzywych algebraicznych. Postuzymy sie
tutaj konstrukcjg jakobianu krzywej okreslonej nad ciatem liczb zespolonych

C.

Przyktad 1.0.7 (Konstrukcja jakobianu). Niech dana bedzie zwarta powierzch-
nia Riemanna X (réwnowaznie gtadka algebraiczna krzywa rzutowa nad C ).
Przez Hi(X,7Z) bedziemy oznaczali pierwsza grupe homologii powierzchni X.
Jest ona réwna ilorazowi grupy wszystkich zamknietych taicuchéw przez pod-
grupe brzegow (inaczej mozna powiedzieé, ze jest to po prostu abelianizacja
grupy podstawowej m1(X)). Zwarta powierzchnia Riemanna jest orientowalna,
wiec z klasyfikacji powierzchni zwartych dostajemy, ze jest homeomorficzna z
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suma spojna g torusow. W szczegolnosci grupa Hi (X, Z) jest abelowa i wolna
rangi 2g. Przestrzen liniowa Q' (X) holomorficznych form rézniczkowych na X
ma wymiar g. Okreslamy homomorfizm

®: Hy(X,7) — CY

<I>:7|—></w1,...,/wg>,
¥ ¥

gdzie w; tworza baze w Q!(X). Obraz homomorfizmu @ jest krata w CY (jako
podgrupa dyskretna).Zastosowanie twierdzenia Stokesa oraz fakt, ze wszystkie
1-formy holomorficzne na zwartej powierzchni Riemanna sg zamkniete gwaran-
tuje nam, ze odwzorowanie ® jest poprawnie okreglone.

Jakobianem zwartej powierzchni Riemanna X nazywamy wowczas grupe
ilorazowa

Wwzorem

J(X) = C/@(Hi(X, Z)),

ktora jest jednoczesnie zespolonym torsuem (topologicznie izomorficznym z
(R/Z)%9).

Udowodnione przez S. Lefschetza twierdzenie orzeka, ze J(X) jest roz-
maitosdcia algebraiczng rzutowa nad C. Ponadto indukowane z CY9 dodawanie
wektorow czyni na mocy Definicji 1.0.6 z J(X) rozmaitos¢ abelowa.

Wybierajac dowolnie ustalony punkt pg € X mozemy zdefiniowaé¢ odwzo-
rowanie

X o J(X)

o= ([ f+)

gdzie wektor po prawej stronie jest klasa modulo ®(H;(X,Z)). Odwzorowanie
VU przediuza sie liniowo do ¥ : Div(X) — J(X). Grupa dywizoréw Div(X) jest
grupa abelowa wolna rozpieta na wszystkich punktach p € X (patrz Definicja
4.2.1). Twierdzenie Abela-Jacobiego orzeka, ze obciecie ¥ do grupy dywizorow
stopnia zero Div’(X) ma jadro bedace dywizorami funkcji meromorficznych
DPrinc(X). Otrzymujemy w ten sposob izomorfizm grup

Pic’(X) = Div(X)/DPrinc(X) = J(X).

Dzieki temu elementy rozmaitosci abelowej J(X) mozemy utozsamia¢ z for-
malnymi sumami punktéw z PicO(X).

Dla wyzej zdefiniowanych rozmaitosci abelowych w Rozdziale 2 udowod-
nimy nastepujaca ogblna postaé twierdzenia o randze.

Twierdzenie 1.0.8 (Mordell-Weil). Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq okre-
slong nad ciatem liczbowym K. Wowczas grupa punktow K-wymiernych A(K)
rozmaitosci A jest skoriczenie generowang grupg abelowg.

Przyktad 1.0.9 (Schaefer,1995). Niech C bedzie gtadka krzywg rzutows, kto-
rej czesé afiniczna zadana, jest rownaniem

v = z(x —2)(z —3)(x —4)(z — 5)(x — 7)(x — 10).
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Grupa punktéw Q-wymiernych jakobianu krzywej C jest postaci
J(C)(Q) = (z/22)° & Z°

i czes¢ wolna jest generowana przez niezalezne liniowo punkty (reprezentowane
przez klasy dywizorow) (1,36) — (0c0) oraz (6,24) — (00). Punkt oo reprezentuje
jedyny punkt w nieskoniczonoéci na krzywej C.

Obliczanie rangi dla rozmaitosci abelowych, w szczegdlnosci dla krzywych
eliptycznych stanowi skomplikowane zadanie, ktore jest zaréwno ztozone ob-
liczeniowo jak i teoretycznie. Podejscie naiwne, polegajace na wyczerpujacym
poszukiwaniu punktow (przy zadanym réwnaniu lub uktadzie rownan definiu-
jacych rozmaito$¢) wymiernych ma sens tylko dla punktéow o bardzo malej
wysokosci (skomplikowaniu licznika i mianownika wspoétrzednych punktow).
Dowod twierdzenia Mordella-Weila nie wskazuje efektywnej metody znajdo-
wania rangi.

Arytmetyczny niezmiennik rozmaitosci abelowych jakim jest ranga ich grupy
punktéw wymiernych jest powigzana w dosé nieoczekiwany sposéb z wlasno-
Sciami pewnego szeregu Dirichleta L(A,s) = > 77 | 9 stowarzyszonego z roz-
maitoscig abelowa A (nazywanego L-funkcja rozmaitosci abelowej A). Zazwy-
czaj szereg taki jest zbiezny w pewnym punkcie absolutnie, a przez to réwniez
w pewnej potplaszczyznie. Dla krzywych eliptycznych E zostalo udowodnione
przez A. Wilesa w 1994 roku, ze szereg L(E, s) przedtuza sie do funkcji anali-
tycznej na catej plaszczyznie zespolone;j.

Ponadto B. Birch i P. Swinnerton-Dyer sformutowali hipoteze (problem
millenijny), ktora orzeka, ze jesli istnieje przedituzenie analityczne L-funkcji
stowarzyszonej z krzywa eliptyczna F okreslona nad Q do otoczenia s = 1, to
zachodzi nastepujaca réwnosé:

ords—1 L(E, s) = ranga(FE(Q)).

Ponadto réwnos¢ mozna uogoélni¢ do przypadku, gdy dana jest dowolna roz-
maitos¢ abelowa nad Q (patrz Hipoteza 2.5.6).

Godne uwagi wydaja sie metody, w ktérych konstruuje sie jawnie rodziny
rozmaitosci abelowych (zazwyczaj krzywych eliptycznych), ktore posiadaja z
géry okreslone punkty wymierne nieskoriczonego rzedu. Dowéd metodami geo-
metrycznymi liniowej niezaleznogci wybranych punktéw wymiernych jest wow-
czas centralng czedcia twierdzenia. W Rozdziale 3 zaprezentujemy szereg me-
tod szukania rangi krzywych eliptycznych, w szczegélnodci dla pewnej rodziny
skonstruowanej przez autora.

Twierdzenie 1.0.10 ([Nasl0|). Niech dana bedzie krzywa eliptyczna nad Q
postact:

B2 _y—3): v 4 (u? —u—3)zy =23 + (v —u—3)2® —z + 1.

Istnieje nieskoriczony podzbior S C Q taki, zZe jesli u € S, to grupa Mordella-
Weila punktow wymiernych E,2_,_3) (Q) zawiera podgrupe rangi 4 rozpietq
przez punkty:

11
0.0, (1,1, (a1, (5, 350+ 3030 +0)).
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gdzie punkt (u,v) lezy na krzywej:
2569 + 18u — 9u? — 18u® + 9u* = v2.
Istnieje przeksztatcenie biwymierne powyzszej krzywej do postaci:
ye = x — 9283510 4 1389150.

Grupa punktow Q-wymiernych powyzszej krzywej ma range 2. Ponadto dla
uy, u2 € S, up # ug krzywe E(u%,ulﬂg) i E(ug—ug—:&) nie $q ze sobg izomorficzne
nad Q.

Dowdd opiera si¢ na zastosowaniu Twierdzenia 3.2.3. Skonstruowana ro-
dzina stanowi tez przyklad, odpowiadajacy na pytanie postawione w pracy
[BMO02] o istnienie rodziny krzywych eliptycznych nad Q rangi co najmniej 4,
takich, ze niezaleznodé liniowa punktéw nieskonczonego rzedu dana jest pew-
nym warunkiem algebraicznym (patrz Lemat 3.2.6).

Przeglad pracy

W Rozdziale 2 bedziemy szczegoltowo rozwazaé pojecie wysokosci punktéw na
rozmaitosciach algebraicznych (Podrozdzial 2.1). Konstrukcja wysokosci sto-
warzyszonej z dowolnym dywizorem na rozmaitosci jest przedstawiona w do-
wodzie Twierdzenia 2.1.18. Specjalizujemy nastepnie ogélna sytuacje do przy-
padku rozmaitosci abelowych. Kluczowa wtasnoscia dla dowodu Twierdzenia
Mordella-Weila jest zwigzek wysokosci na rozmaitosciach abelowych z dziata-
niem grupowym (patrz Wniosek 2.1.19). Prowadzi to do konstrukeji wysokosci
kanonicznej, ktora jest funkcja o szczegdlnie pozadanych wtasnosciach (patrz
Twierdzenie 2.1.23). Istnienie wysokosci kanonicznej dla rozmaitosci abelowej
pozwala skonstruowaé iloczynem skalarny w przestrzeni liniowej

A(K)®zR dla K - ciala liczbowego (Twierdzenie 2.1.31). W konsekwencji wy-
sokoé¢ kanoniczna jest dodatnio okredlona forma kwadratowa na przestrzeni
A(K) ®z R, ktéra ze zdefiniowanym na niej iloczynem skalarnym staje sie
przestrzenia euklidesows.

W Pozdrozdziale 2.2 najwazniejszym wynikiem jest Twierdzenie 2.2.1. Jego
dowdd jest prosta konsekwencja Twierdzenia 2.2.3 i zastosowania wlasnoéci
wysokosci kanonicznej rozwinietych w Pozdrozdziale 2.1. Dow6d Twierdzenia
2.2.3 sklada sie z dwoch odrebnych czesci. Pierwsza z nich to zastosowanie teo-
rii Kummera rozszerzen abelowych Galois (Twierdzenie 2.2.7) do szczegdlnego
rozszerzenia L = K({[m]~!(z) : € A(K)}) pochodzacego od brania wspot-
rzednych punktéw na rozmaitosci abelowej, ktérych ustalone wielokrotnosci sa
punktami wymiernymi. Druga cze$¢ dowodu polega na pokazaniu, ze rozsze-
rzenie L/K jest nierozgalezione (Definicja 2.2.24) poza skonczonym zbiorem
miejsc, dzielacych m oraz miejsca ztej redukcji rozmaitosci abelowej A (Defini-
cja 2.2.9). Ostatecznym krokiem jest zastosowanie Wniosku 2.2.27 dotyczacego
maksymalnych abelowych rozszerzen nierozgatezionych.

W Podrozdziale 2.3 przedstawiony zostanie szkic dowodu uogdélnienia Twier-
dzenia Mordella-Weila na przypadek ciat skonczenie generowanych.

Nastepnie omoéwiona jest konstrukcja grupy Szafarewicza-Tate’a i grupy
Selmera, ktore pozwalaja zdefiniowaé przeszkode (w postaci grupy I1I) do efek-
tywnego znajdowania rangi rozmaitosci abelowych. Paragraf o przestrzeniach
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jednorodnych jest wstepem do czesci algorytmicznej przedstawionej w Roz-
dziale 3.

Pozdrozdziat 2.5 poswiecony jest szczegétowemu omédwieniu hipotezy Bircha-
Swinnertona-Dyera w wersji dla rozmaitosci abelowych nad Q (patrz Hipoteza
2.5.6). Przypadek krzywych eliptycznych jest przedstawiony ze szczegotami, ze
wzgledu na udowodnione przez A. Wilesa, R.Taylora, C. Breuila, F. Diamonda
i B. Conrada twierdzenie o przedtuzaniu L-funkcji krzywej eliptycznej nad Q
do funkcji analitycznej na C. Za pomoca formut analitycznych (patrz Twier-
dzenie 2.5.7) mozna oblicza¢ wartos¢ L-funkcji w jedynce i w konswekwencji
weryfikowaé¢ numerycznie hipoteze BSD w wielu konkretnych przypadkach. Pa-
ragraf koticzy sie informacja o udowodnionych przypadkach hipotezy BSD dla
krzywych eliptycznych.

Rozdzial 3 poswiecony jest obliczaniu rangi grupy punktéw wymiernych
krzywych eliptycznych nad ciatami liczbowymi jak i funkeyjnymi (ostatni przy-
ktad). Podrozdziat 3.1 poswiecony jest wykorzystaniu pojecia przestrzeni jed-
norodnych do konstrukcji réwnan diofantycznych, ktérych rozwiazanie gwa-
rantuje istnienie punktdw nieskoriczonego rzedu na krzywej. Co wiecej, spadek
metoda 2-izogenii jest zalazkiem metody numerycznego obliczania rangi (za-
implementowanej np. w programie mwrank J. Cremony). Ogolny algorytm
przedstawiony w Twierdzeniu 3.1.1 jest nastepnie zilustrowany analizg przy-
padku krzywej eliptycznej o réwnaniu

E:y? =23+ 1122 + 17z,

dla ktorej zachodzi rownos¢ E(Q) 2 Z @ Z/2Z.

W Podrozdziale 3.2 zaprezentowane sa trzy przykitady rodzin krzywych
eliptycznych, dla ktorych obliczana jest ranga grupy punktéw wymiernych (co
najmniej dolne ograniczenie) zupelnie odrebnymi technikami.

Pierwszy przyktad rodziny

Et:y2+t:ty::£3+tw2—x+1

parametryzowane] przez liczby wymierne ¢t € Q pochodzi od autora pracy (i
jest skrotem z pracy |[Nasl0]), przedstawiajacej konstrukcje nieskoniczonej ro-
dziny krzywych eliptycznych nad Q, parami nieizomorficznych, ktérych ranga
wynosi co najmniej cztery.

Drugi przyktad stanowi konstrukcja J.-F. Mestre, ktora pozwala konstru-
owa¢ rodziny krzywych eliptycznych nad Q(¢) rangi co najmniej 11, gdzie ¢
jest zmienna (patrz Twierdzenie 3.2.9).

Ostatni przyktad pochodzacy od D. Ulmera (|[Ulnl0]) pokazuje, ze dla
krzywych eliptycznych nad ciatem [F(¢) istnieje nieskonczona rodzina rozsze-

rzen
Kq:= Fp(t)(ru’d? tl/d)v

dla ktorych ranga grupy punktéw Kg-wymiernych rosnie nieograniczenie wraz
ze wzrostem parametru d. Stanowi to jaskrawy przyktad réznicy “technologicz-
nej” jaka dzieli przypadek cial liczbowych (krzywe eliptyczne nad Q rangi co
najwyzej 28 - por. rownanie (3.9) w Rozdziale 3).

Ostatni rozdzial pracy zawiera zebrane wyniki z geometrii algebraicznej i
algebry, ktore sa wykorzystywane w pozostatych rozdziatach.



Twierdzenie Mordella-Weila

W tym rozdziale udowodnimy podstawowe twierdzenie arytmetyki rozmaitosci
abelowych zdefiniowanych nad ciatami liczbowymi.

2.1 Teoria wysokosci

Wprowadzimy szereg narzedzi, ktére umozliwiaja mierzenie stopnia “skompli-
kowania” punktéw na rozmaitosciach algebraicznych. Skonstruowana do tego
celu funkcja wysokosci posiada szereg waznych wtasnodci, ktére wiaza zarowno
wlasnodci geometryczne jak i arytmeczne danej rozmaitosci. Ponadto w przy-
padku rozmaitosci ze struktura grupowa istnieje zwigzek pomiedzy wysokoscia,
a dzialaniem grupowym zdefiniowanym na rozmaitosci. Szczegélnie wazna be-
dzie wlasnosé, ktéra umozliwi pézZniejszy dowodd twierdzenia Mordella-Weila,
tj. wlasnos¢ skonczonosei zbioru punktéow o ograniczonej wysokosci (tzw. wla-
snos¢ Northcotta).

Rozwinieta ponizej teoria wysokosci bedzie dotyczyta punktéw na rozma-
itosciach, ktorych wspotrzedne leza w ustalonym z gory domknieciu algebra-
icznym ciala liczb wymiernych Q.

Na ciele liczb wymiernych Q wprowadzamy funkcje dla ustalonej liczby
pierwszej p:

ord, : Q = Z (2.1)

spetniajaca ord,(0) = +o00 oraz dla z € Q*:

pordp (@) &

)

S

gdzie a,b € 7 i p 1 ab. Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.1.1 (Ostrowski). Na ciele liczb wymiernych mozemy zdefinio-
waé normy (patrz Definicja 4.1.3) wylgcznie trzech ponizszych typow.

0 =0

(1) Norma trywialna |x|g = { 1 220

(2) Norma archimedesowa |r|s = max{x,—x}.

(3) Norma p-adyczna |z, = p~ o) gdzie p jest liczbg pierwszq.
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Definiujemy zbiér Mg, ktory sktada si¢ ze wszystkich nietrywialnych norm
na Q. Ogolniej dla ciata liczbowego K/Q definiujemy zbior My = M2 UMY,
gdzie M7 to zbi6ér norm, ktérych zawezenie do Q jest norma archimedesowska,
a MY sklada si¢ z norm, ktérych zawezenia do Q sa normami p-adycznymi.

Ponadto jesli K'/K jest rozszerzeniem cial liczbowych 1 v € My oraz
w € Mg to mowimy, ze v dzieli w i piszemy v|w jesli w jest zawezeniem
normy v do K.

7 zasadniczego twierdzenia arytmetyki wynika nastepujacy wzoér dla ciata
liczb wymiernych (tzw. formuta iloczynowa):

H |z], =1 dla z € Q*. (2.2)

UE]\/IQ

Definicja 2.1.2 (Uzupetnienie ciata liczbowego). Dla ciata liczbowego K oraz
normy v € Mg definiujemy uzupehienie ciata K wzgledem normy v i ozna-
czamy K.

Lemat 2.1.3. Niech K'/K bedzie rozszerzeniem ciat liczbowych i v € My
bedzie normg. Wowczas zachodzi wzor:

Y K, Ky =K' K].
’LUGJ\/[K/
wlv

Definicja 2.1.4. Niech v € Mg bedzie norma ciata liczbowego K. Stopniem
lokalnym n, normy v nazywac bedziemy liczbe:

Ny = [Kv : Qv]a

gdzie Q, jest uzupelnieniem ciata Q wzgledem obciecia normy v do Q. Ponadto
standardowa norma stowarzyszong z v nazywamy funkcje:

[|z]lo = |25

Lemat 2.1.5 (Formuta iloczynowa). Niech K bedzie ciatem liczbowym i x €
K*. Wowczas
IT Nzl =1

vEME

Dowdd. 7 [Lan70, II,Cor.1.2] wynika, ze jesli x € K* 1 v € Mg to

IT llelle = INk/o@)l.

weMp
w|v
Zatem
I lelle =TT 11 Nelle =TT Vi@l =1,
weEMg vEMg weMg vEMg

wlv

gdzie ostatnia rownosé wynika z formuty iloczynowej dla Q. O
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Definicja 2.1.6 (Pierscieni liczb S-catkowitych ciata liczbowego). Niech S C
M bedzie pewnym podzbiorem norm ciata liczbowego K takim, ze Mz® C S.
Wowczas zbiér:

Orgs={re K :|z|, <1ldlave Mg\S}

nazywamy pierscieniem liczb S-catkowitych ciata liczbowego K. W szcze-
golnodci jesli S = Mz?, to pierscienn Ok = Ok g nazywamy pierscieniem
liczb catkowitych ciata liczbowego K.

Wysokos$ci na przestrzeni rzutowej

Ustalamy schemat (patrz Definicje 4.1.6 1 4.1.16) }P’% (oznaczany od tej pory
P™). Jego punkty domkniete odpowiadaja idealom maksymalnym

(o Ti — iT})o<i,j<n.

Elementy «; naleza do Q. Kazdy taki punkt mozna reprezentowaé za pomoca
wspoélrzednych jednorodnych

(g, .-y 0m)

z relacja rownowaznosci (Aayg, . .., Aay) ~ (o, . .., ay,) dla dowolnego A € Q.
Bedziemy pisali, ze punkt P € P"(K), gdy istnieja wspolrzedne jednorodne,
w ktorych P = (ag,...,an) i € K CQ.
Uwaga 2.1.7. Symbol P"(K) nie oznacza zbioru Spec(K)-punktow schematu
IP’% (jest to tylko prawdziwe dla K = Q).

Ponadto od tej pory wszystkie rozwazane punkty na schematach beda
punktami domknietymi (o ile jasno nie bedzie powiedziane, ze jest inaczej).

W ponizszym paragrafie wprowadzimy funkcje wysokosci stowarzyszona z
przestrzenia rzutowa P". Konstrukcja przebiega w dwéch krokach. Najpierw
zdefiniujemy wysokoé¢ dla punktoéw o wspétrzednych z ustalonego ciata liczbo-
wego, a nastepnie poprzez odpowiednie skalowanie wysokoéci wzgledem stopnia
rozszerzenia zdefiniujemy funkcje dla punktéw o wspoétrzednych w Q.

Niech dane bedzie ciato liczbowe K. Okreslmy dla ukladu liczb z; € K
funkcje

Hg(xo,...,2pn) = H max {||zo|lvs - - ||Znllo} s (2.3)
veEMK

gdzie M jest zbiorem nietrywialnych norm ciata K'i ||-||, bedzie standardowa
norma stowarzyszong z v. Wéwczas zachodzi

Stwierdzenie 2.1.8. Niech K bedzie ciatem liczbowym, a P € P™"(K). Wow-
czas funkcja
Hg :P"(K)—R

okreslona wzorem (2.3) nie zalezy od reprezentacyi punktu P we wspdtrzednych
z K.

Dowdd. Niech P = (xq,...,z,) € P*(K). Wowczas dla ustalonego A € K

Hxe(WP)= [T Il TT max{lizollu,. .-, llzalle} = Hix(P)
UEMK ’UEMK

ze wzgledu na wzor iloczynowy z Lematu (2.1.5). O
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Definicja 2.1.9. Niech dane bedzie ciato liczbowe K oraz punkt P = (xq,...,x,) €
P"(K). Wysokoscig punktu stowarzyszona z K nazywamy liczbe

Hi(P)= ]| max{llzollo,-- . llzallo}-
veEMK

Ponadto przez wysoko§é elementu x € K bedziemy rozumieli wysokosé
punktu (z,1) € P(K).

Lemat 2.1.10. Niech K bedzie ciatem liczbowym, a P € P"(K) punktem w
przestrzeni rzutowe;. Wowczas

(i) Hx(P) =1
(i1) Jesli K' /K jest skoriczonym rozszerzeniem ciata K, to

Dowdd. (i) Zauwazmy, ze skoro na mocy Stwierdzenia 2.1.8 wartos¢ Hy (P) nie
zalezy od reprezentacji punktu P w przestrzeni rzutowej, to mozemy wybraé
taka reprezentacje, w ktorej na pewnej wspoélrzednej (bez utraty ogédlnosci
mozna przyjaé, ze na pierwszej) jest 1. Wowcezas dla kazego v € M?(

max {|[1[o, [[1]]v, - - - [[wn]lo} =1
oraz dla v € My
max {|[|v, [|z1[lv, - - - [|lznllo} > 1.

lloczyn powyzszych sktadnikow po wszystkich v € My daje Hix(P) > 1.
(ii) Jesli K'/K jest skoriczonym rozszerzeniem, to mamy

Hi(P) = [ max{l|zollu, |[1]fws - [[2n]]w}
”LUGJ\/[K/

- H H max {||zo||w, [|1]]w, - - -

vEM K wEMp
wlv

= H H maX{|x0|2w,|$1|Zw’”."xnmw}.

vEM wEM e
wlv

|Zn|w}

Z multiplikatywnosci stopnia rozszerzeni cial mamy n,, = [K], : Q] = [K, :
KJ[Ky : Qu] = [K], : Ky]ny, bo Qy = Q, (skoro w jest rozszerzeniem normy
v). Zatem z powyzszej rownosci i Lematu 2.1.3 dostajemy

K! K,
Hi(Py= T T max{llzollo: [leallo,- -, [lznll,}Fo 5]
vEM g wEM e
wlv
K"K
= T] max{llzollv, llz1]lo,- - [|znllo} 5]
vEME
= HK(P)[K/:K]
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Ostatni lemat pozwala skonstruowaé¢ wysokosé punktéw w przestrzeni rzu-
towej niezalezng od ciata definicji wspotrzednych punktu.

Definicja 2.1.11 (Wysokosé absolutna). Funkcje H : P*(Q) — [1,400) okre-
§lona wzorem:

H(P) = Hy(P) 3,

gdzie K jest dowolnym ciatem liczbowym, dla ktorego P € P"(K) nazywamy
wysokosciag absolutng punktu P. Ponadto funkcje h(P) = log(H(P)) na-
zywamy logarytmiczna wysokoscia absolutna. Lemat 2.1.10 gwarantuje
poprawnosé¢ okreglenia funkcji H oraz h.

Ponadto przez wysoko$é absolutng elementu x € Q bedziemy rozumieli
wysoko$é absolutna punktu (z,1) € P1(Q).

Zauwazmy, ze jedli dany jest automorfizm o € Gal(Q/Q) to jego obciecie
do dowolnego ciata liczbowego K wyznacza izomorfizm ciat o : K — o(K).
Automorfizm indukuje bijekcje zbiordw:

o: Mg — MJ(K)7 (24)

gdzie o(v) okreslona jest wzorem |o(z)|sy) = [2], dla dowolnego =z € K i
v € Mg. Ponadto o indukuje izomorfizm uzupetien K, ~ o(K)y(,) oraz
rownos¢ lokalnych stopni ny, = ng(,).

Lemat 2.1.12. Niech dany bedzie punkt P € P"(Q) oraz automorfizm o €
Gal(Q/Q). Wowczas
H(o(P)) = H(P).

Dowdd. Niech P = (xg,...,z,) € P"(K) dla pewnego ciala liczbowego K. Na
podstawie powyzszych rozwazan mamy

H,r)(0(P)) = H max {||o(20)||w; [[o(@1)[|w, - - -, ||o(@n)|[w}

wEM, (k)

= H maX{’O'(x()”u”|0-(x1)‘w7"'7‘0(‘rn)‘W}nw
WEMo (k)

— H max{|a($0)|a(v), ‘0(%1)‘0(1;), ey ‘U(:L’n)‘a(v)}na(v)
vEMg

= H max {|Zolv, [T1]vs - - - s [Tp]o}"™
vEME

= [T max{llzoll, llz1llos- - [lznllo}
vEME

Ponadto [K : Q] = [0(K) : Q]. Zatem

1

H(0(P)) = Hyge)(0(P)) TR = Hye(P)EA = H(P).

Udowodnimy teraz gtéwne twierdzenie tego paragrafu.
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Twierdzenie 2.1.13 ([HS00, Thm.B.2.3|). Niech C,d € Z>¢ bedq ustalonymi
liczbami. Wowczas zbior

{PeP"(Q) | H(P)<C[Q(P):Q] < d}
jest skoticzony. Ciato Q(P) := Q(%2,...,%2) o ile x; # 0.

?jv s
W szczegdlnosci jesli K jest ustalonym ciatem liczbowym to zbior

{P e PY(K) | Hr(P) < C}

jest skonczony.

Dowdd. Niech dany bedzie punkt P € P"(Q). Wybierzmy dla niego wspol-
rzedne P = (xo,...,x,) takie, ze ; = 1 dla pewnego 0 < j < n. Wtedy ciato
definicji Q(P) = Q(xo, ..., x,). Dostajemy ponadto oszacowania

max {||zi||v} = max {[|z;[|v, 1} (0 < j < n)
0<i<n

Hopy(P)= ]  max {||=ill.}

0<i<n
veMy(p)
> max | [ max{llz;lle, 1} | = max Hop)(z).
=) UEM@(}D) VAN

Podnoszac obie strony do potegi m otrzymujemy

< i).
H(P) < max H(w;)

Zatem jesli H(P) < C oraz [Q(P) : Q] < d, to

i) < i) <d.
[nax. H(z;) < C oraz Or;lfg;[@(xz) Q] <d

Wystarczy zatem pokazaé skoriczonosé zbioru
{z e QlH(z) <Ci[Qx): Q] =d}.
Niech z € Qi K = Q(x) oraz [K : Q] = d. Wielomian minimalny elementu
x jest postaci:

d d

fo(t) = [1C =) =D (=1 s (@)t

=1 r=0

gdzie x; sg elementami sprze¢zonymi z x nad Q. Dla ustalonego v € My mo-
zemy oszacowad normy elementow s, (z):

s () = S wy

1<41 <. <5 <d

<c(v,r,d)  max  |xiy ... T
1<ii <. <, <d
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Pierwsza nier6wno$¢ wynika z nieréwnosci trojkata, a ponadto c(v,r,d) =
(f) < 29 jegli v jest norma archimedesowska oraz c(v,r,d) = 1 jesli v jest
niearchimedesowska. Dostajemy nieréwnos§é

d
(@)} < d ilos 137,
g i) < (o) [T (1)

gdzie c(v,d) = 2¢ w przypadku, gdy v jest archimedesowa oraz c(v,d) = 1,
gdy v niearchimedesowa. Mnozac obie strony nieréwnosci wzgledem wszystkich
v € M oraz wyciagajac obustronnie pierwiastek stopnia [K : Q] otrzymujemy
oszacowanie wysokoéci absolutne;j:

d

H(so(x), ..., sq(x)) <2 ] H(x:)".
1=1

Z Lematu 2.1.12 wiemy, ze H(x;) = H(z) dla dowolnego i. Stad
H(so(),...,sa(x)) < 27H (z)".

7 zalozenia mamy H(z) < C, wiec H(so(x), ..., sq(z)) < 2¢C%. Ponadto jesli
P € P*"(Q), to mozemy przedstawi¢ punkt w postaci P = (ag, ..., a,), gdzie
a; € Z oraz NW D(ag,...,a,) = 1. Wowczas

Hg(P) = max {|ag|, ..., |an|},

gdzie |z| = max{z, —z}. Istnieje zatem tylko skonczenie wiele punktow P €
P"(Q) spemiajacych warunek Hg(P) < ¢ dla ustalonego c. Skoro wielomian
f2(t) € Q[t] oraz H(so(z),...,sq(x)) = Ho(so(x),...,sq(z)), to istnieje tylko
skoniczenie wiele mozliwych wielomianéw minimalnych f,(t), a zatem skoncze-
nie wiele z spelniajacych H(x) < C. O

Stwierdzenie 2.1.14. Niech S, ,, bedzie zanurzeniem Segre tloczynu P™ x P
wPN dla N=(n+1)(m+1)—1:

Spm : P x P — PV

Sn,m . ((x()a v 7-Tn); (y07 o 7ym>) — (750?/07 TOL1ye s TiYjyenny xnym)
Niech H,, H,, i Hy bedg hiperptaszczyznami odpowiednio w P™, P™ ¢ PN,

Wowczas:

(i) Sm(Hy) ~ Hyy x P™ +P* x Hy, € Div(P" x B™) (por. Definicje 4.2.1,
4.2.4).

(11) h(Snm(z,y)) = h(x) + h(y) dla wszystkich x € P*"(Q) ¢ x € P™(Q).

Niech odwzorowanie ®4 : P* — PN (N = (n;d) — 1) bedzie zanurzeniem
stopnia d:
O(z) = (Mo(x), ..., Mn(z)),

gdzie M;(x) jest jednomianem stopnia d zmiennych xo,...,T,. Wowczas:

h(®4(x)) = dh(z) dla z € P"(Q).
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Dowdd. (i) Niech (z, ..., zn) bedzie punktem w PV, Wszystkie hiperptaszczy-
zny jako dywizory Weila sg ze soba liniowo rownowazne (patrz Definicja 4.2.3).
Wybierzmy wiec ustalone hiperptaszczyzny Hy = {20 = 0}, H, = {xo0 =0} i
H,, = {yo = 0}. Wowczas mamy

S:L,m(HN) = S:;m ({(Z(),... ,ZN) S PN | 20 = 0})
={(xoy.- s Tn, Y0, -, Ym) € P" x P™ | 2oyp = 0}
=H, xP"+P"x H,,.

(ii) Niech z € P*(K) i y € P™(K) dla pewnego ciata liczbowego K. Niech
ponadto z = Sy, n(x,y). Wowczas dla ustalonej normy v € Mg mamy

Orgr}%xN|zk\v = Joax |ziyjlv = <0?%§‘xi’v> (0%3%1!%\@) :
0<j<m
Podnoszac do potegi [1?71@ i mnozac wrgledem wszystkich v € Mg oraz wy-
ciggajac obustronnie logarytm naturalny dostajemy teze.
(iii) Z zalozenia mamy ®(x) = (My(z),..., My(x)), gdzie M;(zx) jest jed-

nomianem stopnia d zmiennych xq, ..., z,. Zachodzi nieré6wnoéé¢:

(M) < max a2

Ponadto zbior {M;(x)}Y | zawiera jednomiany ¢, . .., z%, co pociaga rownosé:

d
omax |M;(x)]y = fax |-

Ny

Podobnie jak w (ii) podnosimy obustronnie do potegi g | mnozymy wzgle-
dem wszystkich v € Mg i wyciagamy obustronnie logarytm, co koticzy dowdd
stwierdzenia. O

Twierdzenie 2.1.15. Niech ¢ : P — P™ bedzie odwzorowaniem wymiernym
stopnia d zdefiniowanym nad Q, tzn. ¢ = (fo,..., fm) i ¢ jest morfizmem na
zbiorze P"\Z, gdzie Z jest zbiorem wspdlnych zer jednorodnych wielomiandéw
fi stopnia d. Wtedy:

(i) h(¢(P)) < dh(P)+ O(1) dla dowolnego P € P*(Q)\Z.
(i1) Niech X bedzie podrozmaitoScig w P™ takq, ze X N Z = (). Wowczas:
h(¢(P)) = dh(P) + O(1)

dla dowolnego P € X (Q).

Dowdd. Niech K bedzie ustalonym ciatem definicji dla ¢, tzn. jesli ¢ = (fo, ..., fm),
to fi € K[Xo,...,X,] dla wszystkich i. Wielomiany f; sa jednorodne, wiec
mozemy zapisac je w postaci:

fiXoy o Xn) = i XS,
|

e|=d

gdzie e = (eq,...,en)1le| = eg+...+ey oraz X¢ = X§-...- X5. Wprowadzamy
nastepujace pomocnicze oznaczenia:

|P|y = max{|zo|y, .-, |Tn|o}
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dla P = (zg,...,zp) oraz ; € K i v € Mg. Ponadto jesli f = > a.X® €
K[Xo,..., Xy, to |fly = maxe |ae|,. Nierownosé trojkata mozemy zapisa¢ dla
dowolnej normy v € Mgk w postaci:

lar + a2 + ... + ag| < e (r) max{|ai|y, ..., |ak|v},
gdzie:

r dlave Mg

ev(r) =
1 dlave M}){

Niech P € P*(Q) bedzie takim punktem, ze P = (zg,...,zy) 1 z; € K (roz-
szerzajac K w razie potrzeby). Wowczas dla dowolnego v € Mg zachodzi:

£ =3 aea®
\

e|=d )
< e <n : d> ) (max|ay.e|,) (max |0 - ... a5 )
< e (n Z d>)’fz’v H;%X |aj |0t Fen
= w((”jd))rfiruuﬂrz.

Zauwazmy, ze nier6wno$é ta nie zalezy od wyboru reprezentacji punktu P, po-
niewaz f; jest wielomianem jednorodnym stopnia d. Zauwazmy, ze korzystajac
z Lematu 2.1.3 dostajemy tozsamogc:

H €p(r)™ = H p = plKQ

vEMp veEM;?

Ponadto definiujemy:

H(¢) = H mlax{]fl-\v}ﬁ,

’UEMK
Dostajemy zatem nier6wnosc:

n+d

n

H(o(P)) < ( )H<¢>H<P>d

i logarytmujac stronami otrzymamy:

@(P) < an(P) +1(o)+1a (" 7).

co dowodzi (i). Rownosé (ii) zostanie udowodniona z wykorzystaniem twier-
dzenia Hilberta o zerach (patrz [Har06, I,Thm.1.3A]). Ustalmy punkt P €
X. 7 zalozenia ¢ jest morfizmem na X, zatem istnieja wielomiany jedno-
rodne p1,...,p, takie, ze I(X) = (p1,...,pr) (w sensie [Har06, I,p.10]). Skoro
XNZ = (), to zbiér wspolnych zer wielomianow fo, ..., fm,P1,. .., pr jest pusty.
7 twierdzenia Hilberta o zerach wynika, ze:

(X07-~~7Xn) C \/(foa' . '7fm7p17- -~7p7‘)~
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Ideat (fo,..., fm,P1,---,pr) jest jednorodny, wiec istnieja wielomiany jedno-
rodne g;; oraz p;; oraz liczby naturalne dodatnie {k; };’:0 takie, ze:

k.
gojfo+ -+ Gmifm + @jp1 + ...+ @rjpr = X7

dla 0 < j < n. Niech t = max{d, ko,...,k,}. Dla kazdego j domnazamy
obustronnie réwnania przez X]r-nax{t_kj 03 zastepujac wielomiany g;; oraz g;;

nowymi wielomianami jednorodnymi. Dostajemy zatem:

9ojfo + -+ Gmjfm + quprL + - ..+ @rjpr = X], (2.5)

gdziet > di0 < j < n. Skoro f; jest jednorodny stopnia d to g;; jest jedno-
rodny stopnia t — d. Powiekszajac w razie potrzeby cialo K o wspoélczynniki
wielomianéw g;; i ¢;; mozemy przyjac¢, ze P € X(K). Skoro p;(P) = 0 dla
dowolnego i, to na podstawie réwnania (2.5) zachodzi:

90j (P) fo(P) + ... + gmj(P) fm(P) =

dla dowolnego 0 < j < ni P = (zg,...,%y). Z jednorodnosci wszystkich
wielomianéw w réwnosci wynika, ze rownosé jest niezalezna od reprezentacji
punktu P. Mamy zatem:

t t
[Ply = max |z,

= org]agxnmoj(P)fO(P) + ... +gmj(P)fm(P)|v

< e+ 1) (g (P, ) (max P )

<atm+ 0o (") (maxlash ) 1PE] - (maxlic)).

Podnoszac obustronnie do potegi ﬁ i mnozac stronami wzgledem wszystkich

v € Mg dostaniemy:
H(P)' < CH(P)"™"H(¢(P)),

gdzie C jest staly zalezng od wielomianéw g;; i f; oraz liczby ¢ (i niezalezna
od P). Logarytmujac jak w (i) stronami dostaniemy:

dh(P) < h(¢(P)) + O(1).

Wysoko$ci na rozmaitosciach algebraicznych

W tym paragrafie przedstawimy metode, ktoéra pozwala skonstruowac funkcje
wysokodci stowarzyszong z pewnym morfizmem V — P™.

Definicja 2.1.16. Niech V bedzie rozmaitogcia rzutows zdefiniowana nad Q.
Niech ¢ : V' — P" bedzie morfizmem (np. zanurzeniem z domknietym obra-
zem). Funkcje:

he : V(Q) = Ry, he(P) = h($(P)),
gdzie h(P) jest logarytmiczng wysokoscig absolutna na P bedziemy nazywaé
wysokogcig stowarzyszong z morfizmem ¢.
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Twierdzenie 2.1.17. Niech V bedzie gtadkq, rzutowq rozmaitosciq zdefinio-
wang nad Q i niech ¢ : V. — P™ oraz ¢ : V. — P™ bedg morfizmami nad Q.
Niech H bedzie hiperptaszczyzng wP™, a H' hiperptaszczyzng w P™. Jesli ¢*H
i *H' sq liniowo réwnowazne, to istnieje stata O(1) € R taka, Ze:

he(P) = hy(P)+ O(1), dla dowolnego P € V(Q).
Stata O(1) jest zalezna od V oraz v i ¢, ale nie zalezy od P.

Dowdd. Dla dowolnej hiperptaszczyzny H zupelny system liniowy |H| (patrz
Definicja 4.2.15) nie ma punktéow bazowych ([HS00, Ex.A.3.1.3|), poniewaz
zawiera wszystkie hiperptaszczyzny w P". Na mocy Twierdzenia 4.2.18 dywizor
¢* H nie ma punktéow bazowych. Z definicji wynika zatem, ze

() Supp(D) =9
D~o*H

D>0
(patrz Definicja 4.2.4). Istnieje zatem dywizor D > 0 taki, ze D ~ ¢*H.
Ustalmy zatem D € Div(V'), dywizor dodatni w klasie réwnowaznosci ¢* H ~
Y*H'. Zauwazmy ponadto, ze rownowaznos¢ ta implikuje, ze 9 1 ¢ sa stowa-
rzyszone z tym samym zupelnym systemem liniowym. Doktadniej, jesli wybie-
rzemy pewna baze {h;}Y,, gdzie N = dim L(D), to istnieja state a;;,b;; € Q
takie, ze:

N
fi= Zaijhj, 0<i<mn, (2.6)

j=0

N

§=0

oraz ¢ = (fo,..., fn) 1Y =1(90s---,9m)-

Niech A = (hy, ..., hy) bedzie morfizmem zadanym przez zupelny system
liniowy |D|. Zdefiniujmy odwzorowanie wymierne A : PY — P" zadane jako
A(zg,...,xN) = (Zi]\io aogjxj, . .., Zz‘]\io anjz;). Podobnie definiujemy odwzo-

rowanie B stowarzyszone z macierza (b;;). Ze wzgledu na réwnosci (2.6) i (2.7)
dostajmy nastepujace przemienne diagramy:

v—2.pN oy pN

NN

p" pm

Odwzorowania A i B sa dobrze okreslone na obrazie morfizmu A. Mozemy
zatem zastosowa¢ Twierdzenie 2.1.15 dla X = imA. Dostajemy:

hA(Q)) = Q) + C1
dla statej Cy niezaleznej od Q i dowolnego @ € A(V(Q)). Podobnie:

h(B(Q)) = h(Q) + Cs
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dla pewnej stalej Cy niezaleznej od @ i dowolnego @ € A(V(Q)). Stosujac

powyzsze diagramy przemienne i biorac punkt Q@ = \(P), gdzie P € V(Q)
dostajemy:

h(@(P)) = h(AA(P))) = h(A(P)) + Cy
= h(B(A(P))) + C1 — C2 = h((P)) + C1 — Cs,

co konczy dowdd twierdzenia. O

Sformutujemy teraz i udowodnimy twierdzenie, ktore pozwala stowarzyszy¢
dowolny dywizor Weila na rozmaitosci V' z pewng funkcjg wysokosci.

Twierdzenie 2.1.18 ("Maszyna Weila", [HS00, Thm. B.3.2|). Niech K bedzie
ciatem liczbowym. Wowczas dla ustalonej gladkiej rozmaitosci rzutowej V/K
istnieje odwzorowanie:

hy : Div(V) — {funkcje V(K) — R}
spelniajgce nastepujgce wltasnosci (przyjmujemy oznaczenie hy.p = hy(D)).

(a) (Normalizacja) Niech H C P™ bedzie hiperplaszczyzng. Wowczas istnieje
stata C' € R zalezna tylko od H taka, ze:

hpn g (P) = h(P) + C dla dowolnego P € P"(K).

(b) (Funktorialnosé) Niech ¢ : V. — W bedzie morfizmem rozmaitosci rzuto-
wych i D € Div(W) ustalonym dywizorem. Wowczas istnieje stata C € R
zalezna tylko od ¢ 1 D taka, Ze:

hv.o*p(P) = hw,p(¢(P)) + C dla dowolnego P € V(K).

(¢) (Addytywnosé) Niech D, E € Div(V'). Wowczas:
hv.p+E(P) = hyp(P) + hy.g(P) + C dla dowolnego P € V(K)
dla pewnej niezaleznej od P statej C' € R.

(d) (Liniowa réwnowaznosé) Niech D, E € Div(V') bedg dywizorami réwno-
waznymi lintowo. Wowczas:

hv.p(P) = hyg(P) + C dla dowolnego P € V(K)
dla pewnej niezaleznej od P statej C' € R.

(e) (Dodatnia okreslono$é) Niech D € Div(V') bedzie efektywnym dywizorem
(D > 0) i niech B bedzie zbiorem punktéw bazowych zupelnego systemu
liniowego |D|. Wowczas:

hy.p(P) > C dla dowolnego P € (V \ B)(K)

dla pewnej statej C' € R niezaleznej od punktu P.
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(f) (Wtasnosé Northcotta) Niech D € Div(V') bedzie dywizorem szerokim.
Wowczas dla dowolnego skoriczonego rozszerzenia K' /K i dowolnej statej
B e R, zbior:
{P € V(K')hv.n(P) < B}

jest skoriczony.

Dowdd. Niech dany bedzie dywizor D € Div(V') bez punktéw bazowych. Mor-
fizm ¢p : V. — P" jest stowarzyszony z zupelnym systemem liniowym |D|
(tzn. dla dowolnej hiperptaszczyzny H spelnia warunek ¢*H ~ D). Mozemy
okredli¢ dla tak wybranego dywizora funkcje

hv,p(P) = h(ép(P))

dobrze okreslona dla dowolnego P € V(K).

Bedziemy stosowac¢ oznaczenie f(P) = g(P)+ O(1) jesli dwie funkcje beda
réznic¢ sie o stata niezalezna od P.

Pokazemy najpierw, ze skonstruowana funkcja nie zalezy od wyboru morfi-
zmu ¢p. Przypusémy, ze ¢p : V — P™ bedzie innym morfizmem stowarzyszo-
nym z dywizorem D bez punktéw bazowych. Woéwcezas na mocy Twierdzenia
2.1.17 skoro ¢5,H ~ D ~ o}, H' dla pewnych hiperptaszczyzn H i H', to
zachodzi réwnosé:

h¢p(P)) = h(¢p(P)) + O(1)

dla P € V(K).

Korzystajac z Twierdzenia 4.2.17 zapisujemy dowolnie wybrany dywizor
D € Div(V) jako Dy — Do, réznice dywizoréw bardzo szerokich. Bardzo szeroki
dywizor nie ma punktéw bazowych, wiec mozemy zdefiniowaé funkcje:

hV,D(P) = hV7D1 (P) - hV,D2 (P)a

gdzie P € V(K).

(¢c) (Addytywnosé dla dywizoréw bez punktow bazowych)

Niech D oraz E beda dywizorami bez punktéw bazowych i niech ¢p :
V — P" oraz ¢p : V — P™ beda morfizmami stowarzyszonymi z zupelnymi
systemami liniowymi, odpowiednio |D| i |E|. Niech ¢p x ¢p : V — P x P™
bedzie iloczynem tych odwzorowan. Woéwczas biorac zanurzenie Segre Sy, , :
P x P — PN gdzie N = (n +1)(m + 1) — 1 dostajemy morfizm:

op®dp:V PN
zadany wzorem:
¢p ® pp(P) = Spm(¢p(P), o(P)).
Ze Stwierdzenia 2.1.14 dostajemy:
(¢p ® ¢p)"H ~ D + E,

gdzie H jest pewng hiperptaszczyzna. Poniewaz H nie ma punktéw bazowych,
to korzystajac ze Stwierdzenia 4.2.18 otrzymujemy, ze D + E nie ma punktéw
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bazowych. Z doktadnoscia do statej wysokosé stowarzyszona z D+ E nie zalezy
od wyboru odwzorowania stowarzyszonego z dywizorem, mozemy wiec napisac:

hy.p+E(P) = h((¢p ® ¢E)(P)) +O(1)

dla P € V(K). Zatem:

hv.p+e(P) = h((¢p ® ¢5)(P)) + O(1)

= h( nm(¢D( )7¢E(P))) + 0(1)
= h(¢p(P)) + h(¢e(P)) + O(1)
= hy,p(P) + hy,g(P) + O(1)

gdzie przedostatnia réwnosé wynika ze Stwierdzenia 2.1.14. Zauwazmy, ze jesli
dywizor:

D:D1*D2:E1*E2
zapiszemy jako réznice dwoéch dywizoréw bez punktéw bazowych na dwa spo-

soby, to D1 4+ F2 = Do + Fi i korzystajac z addytywnosci dla dywizoréw bez
punktéw bazowych:

hv,p, + hv,g, = hv,p,+ B, + O(1)
= hv,p,+E, +0O(1)
= hy.p, + hv g, + O(1).

W takim razie:
hv.p, = hv.p, = hv.g, — hv,g, + O(1).
(¢)(Addytywnosé¢ dla dowolnych dywizoréw) Niech D, E € Div(V) beda
dowolnymi dywizorami. Na podstawie Twierdzenia 4.2.17 mozemy zapisac¢ je
jako réznice bardzo szerokich dywizorow (zatem bez punktéow bazowych)

D =D;—Dyoraz E=E) — E».

7 tego samego twierdzenia wynika tez, ze Dy + Fy oraz Do + Es sa bardzo
szerokie, wiec nie maja punktéw bazowych. Zachodza zatem réwnodci:

hv.p+E = hv,p,+E; — hv,py+ B, + O(1)
= hV,Dl + hV,E1 — hvyp2 —hg, + O(l)
= (hv,p, — hp,) + (hv,E, — hv,E,) +O(1)
= hy.p+ hyvg + O(1).

(a)(Normalizacja) Wystarczy zauwazy¢, ze id : P — P™ spetnia whasnosé
id*H ~ H (istotnie zachodzi nawet rownos¢) dla dowolnej hiperptaszczyzny
H w P". Zatem id jest stowarzyszona z dywizorem H, czyli:

hpn 11 (P) = h(id(P)) + O(1) = h(P) + O(1).

(b)(Funktorialnos¢) Dowolny dywizor D € Div(W) zapisujemy jako roz-
nice D = Dy — Dy dywizorow bardzo szerokich (czyli réwniez bez punktow
bazowych) na podstawie Twierdzenia 4.2.17. Niech ¢p, i ¢p, beda stowarzy-
szonymi z nimi morfizmami W w P". Jedli ¢ : V — W jest ustalonym mor-
fizmem rozmaitosci rzutowych, to na mocy Stwierdzenia Stwierdzenia 2.1.14
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dywizory ¢* D1 i ¢* Ds nie maja punktéw bazowych i stowarzyszone sa z nimi
odwzorowania, odpowiednio ¢p, o ¢ oraz ¢p, o ¢. Ponadto z addytywnosci ¢*
mamy ¢*D = ¢* Dy — ¢* Do. Stad réownodci:

hv.g=p = hv,g* D, — hv,g=p, + O(1)
:hO¢D1 O¢—hO¢DZO¢+O(1)
= hw,p, © ¢ — hw,p, o ¢+ O(1)
= hW,D o+ O(l)

(d)(Liniowa roéwnowaznos$¢) Niech D ~ E beda liniowo réwnowaznymi
dywizorami w Div(V'). Zapisujac oba jako roznice bardzo szerokich dywizo-
row: D = D1 — Dy oraz E = FE; — FEs, dostajemy rownowaznosé liniowa
Dy + Es ~ Dy + Ey. Oba dywizory sa szerokie i stowarzyszone z nimi morfi-
zZmy ¢p,+E, Oraz ¢p,+ g, speiniaja na mocy Twierdzenia 2.1.17 rownosé:

h(¢D1+E2 (P)) = h(¢D2+E1 (P)) + O(l)

dla dowolnego P € V(K). Na mocy addytownogci (c):

hV,D1 + hvE2 = hV7D1+E2 + 0(1) = hV,DngEl + O(l) = hV,D2 + hV,El + 0(1).

Zatem:

hV,D = hV,Dl — hV,Dg + 0(1) = hV,El — hV,EQ + O(l) = hV,E + O(l)

(e)(Dodatnia okreslonosé¢) Niech D > 0 (czyli D = Y nyY iny > 0) i
zapiszmy D = Dy — Dy jako réznice dywizoréw bardzo szerokich. Przestrzeri
L(Dy) jest skoniczenie wymiarowa (bo V' jest rozmaitoscia rzutows), wiec mo-
zemy wybiera¢ w niej baze fo,..., fn funkcji regularnych na V', ktére ja roz-
pinaja. Z definicji przestrzeni L(Ds) mamy D + div(f;) > 0 dla wszystkich i,
a ponadto:

Dy + diV(fZ‘) =D+ Dy + diV(fi> >0,

bo D jest efektywnym dywizorem. Niezalezne liniowo funkcje f; naleza rowniez
do L(Dy), bo Dy > Ds. Z twierdzenia Steiniza o bazie mozemy uzupelnié¢ zbior
{fi}?, wektoréw liniowo niezaleznych do bazy {fi}I", (m > n) przestrzeni
L(D;). Wybrane bazy okreslaja stowarzyszone z D; i Dy morfizmy:

¢D1:(f07"'7fm):v_>]P)mv

ép, = (fos .- fn) : V = P".

Funkcje fo, ..., fm saregularne we wszystkich punktach poza nognikiem Supp(D; ).
Zatem dla P ¢ Supp(D;) mamy:

hv,p(P) = hv,p, — hy,p,(P) + O(1)
= h(¢p, (P)) — h(¢p,(P)) +O(1)

=h(fo(P),..., fm(P)) = h(fo(P) ..., fn(P)) + O(1)
> 0(1).

Latwo zauwazy¢, ze ostatnia nieréwnosé wynika z nastepujace;j:

T[] wax (1@} = ] max {1/(P)ll},

0<i<m 0<i<n
'UEMK ’UEMK
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ktéra wynika z faktu, ze m > n 1 maksimum po mniejszym zbiorze jest
mniejsze. W takim razie dostaliémy oszacowanie z tezy dla wszystkich P ¢
Supp(D1).

Zauwazmy, ze z Twierdzenia 4.2.17 wynika, ze istnieje bardzo szeroki dy-
wizor H € Div(V) taki, ze D + H jest bardzo szeroki. Wéwczas biorac sto-
warzyszone z dywizorem zanurzenie ¢y : V <— P generujemy dywizory
H; = ¢35, {x; = 0}. Z definicji morfizmu stowarzyszonego z dywizorem H wy-
nika, ze H; ~ H. Czyli istnieje g € K(V)* takie, ze H; = H + div(g). Ale
wowczas odwzorowanie L(H;) — L(H) : f — fg jest izomorfizmem prze-
strzeni liniowych. Zatem:

(V):D>0,D~ H}
(V):D=H+div(h),he L(H)}

={D e Diw(V):D=H+div(fyg), f € L(H;)}
(V): D = H +div(g) + div(f), f € L(H;)}
(V): D= H,+div(f), f € L))

Skoro dywizor H jest bardzo szeroki, to H; sa bardzo szerokie dla wszystkich i.
Ponadto D+H ~ D+ H;, zatem D+ H; jest bardzo szerokii D = (D+H;)—H;.
Ponadto z konstrukeji H; wynika, ze Supp(Hp) N ... N Supp(H,) = 0. W ta-
kim razie zachodzi nieréwnos§¢ hy,p(P) > O(1) dla wszystkich punktow P
poza nosnikiem D (jesli P ¢ Supp(D), to istnieje P ¢ Supp(H;) dla pew-
nego i oraz P ¢ Supp(D + H;) i korzystamy z podanego wyzej rozktadu D i
wezesniejszych obliczen). Ponadto zauwazmy, ze nosnik dywizora D € Div(V)
jest zbiorem domknigtym. Baza B(|D[) = (\p/¢|p Supp(D’) zupelnego sys-
temu liniowego |D| jest zbiorem domknietym. Istnieje zatem skoriczony zbior
dywizorow {D;,...,D,} € |D| taki, ze B(|D|) = (;_, Supp(D;). Ponadto
hvp = hyv,p, + O(1) i jesli P € Supp(D), ale P ¢ B(|D|), to istnieje i takie,
ze P ¢ Supp(D;). Zachodzi zatem wzor:

hy,p(P) > O(1)

dla dowolnego P € (V' \ B(|D|))(K).
(f) Niech dany bedzie dywizor szeroki D € Div(V'). Wowczas istnieje liczba
naturalna m taka, ze mD jest bardzo szeroki. Wowczas z addytownosci:

hv,mp = mhy,p +C

dla pewnej statej C' niezaleznej od P € V(K). Otrzymujemy réwnowazno$c:

B —
hmn(P) < B e hvp(P) < €.

Wystarczy zatem udowodnié¢ nieréwnosé¢ dla dywizoréw bardzo szerokich. Przy-
pusémy zatem, ze D jest bardzo szeroki i stowarzyszone jest z nim zanurzenie
¢ : V — P" i dla dowolnej hiperptaszczyzny H w P* ¢*H ~ D. Z wlasnosci
(a) i (b) dostajemy:

hv,p = hy,grg = hpn o ¢+ O(1) = ho ¢+ O(1).

Wystarczy pokazac, ze istnieje skoticzenie wiele punktéw o ograniczonej wyso-
kosci w P"(K'). Ta wlasnosc wynika z Twierdzenia 2.1.13. O
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Whiosek 2.1.19. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq zdefiniowang nad cia-
tem liczbowym K oraz niech D € Div(A) bedzie dywizorem na A.

(i) Niech m bedzie liczbg catkowitq, a P € A(K), wéwczas:

m?+m m2—m

P
5 hap(P)+ 5

hap([m|P) = ha,p(=P) + O(1),

gdzie O(1) jest statg niezalezng od P.
W szczegolnoscei jesli [—11*D ~ D (D jest dywizorem symetrycznym), to:

ha,p([m]P) = m*ha p(P)+ O(1).

(ii) Jesli D jest dywizorem symetrycznym, to dla dowolnych dwdch punktow
P,Q e A(K):

hap(P+Q)+hap(P—Q)=2hsp(P)+2hap(@Q)+O(1).

Dowdd. (a)Ze wzoru Mumforda (Twierdzenie 4.2.20) wynika:

m2+mD+m2—m

m]*D ~
2 2

[—1]*D.

Korzystajac z Twierdzenia 2.1.18 dostajemy réwnosci:

ha,p([m]P) = ha pn)p(P) + O(1)
Dty iy p(P)+O0)
O MLy, () + T g (P)+ O()
@ m2;rmhA,D(P) + mz;mhA,D(—P) +0(1).

Ponadto zauwazmy, ze jesli [—1]*D ~ D, to hap o [—1] = hap + O(1) i
dostajemy wowezas ha p([m|P) = m?ha p(P)+ O(1).

(b) Rozwazmy morfizmy 0,9, 71,712 : A x A — A zdefiniowane w Twier-
dzeniu 4.2.22. Woéwczas na mocy tego twierdzenia dla dowolnego dywizora
D € Div(A) zachodzi relacja:

0D+ 6"D ~ 271D + 2m5D
w grupie Div(A x A). Na mocy Twierdzenia 2.1.18 mamy zatem:

¢),(d)
haxAoD(P, Q)+ haxasp(P, Q)( QhAXATr{D(P Q) + 2haxa (P, Q) + O(1),

hap(o(P+Q))+hap(6(P, Q)) D ohg D(m(P,Q)) + 2ha p(m2(P,Q)) + O(1),
hap(P+ Q)+ hap(P—Q)=2hap(P)+2hsp(Q)+O(1).
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Wysoko$é kanoniczna

Skonstruujemy teraz pewna szczeg6lng funkcje wysokoéci stowarzyszona z dy-
wizorem. W zastosowaniach do twierdzenia Mordella-Weila najbardziej przy-
datna bedzie konstrukcja dajaca wysokosé, ktéra bedzie forma kwadratowa na
kracie punktéw wymiernych (modulo punkty torsyjne).

Twierdzenie 2.1.20 (Néron, Tate). Niech V bedzie gtadka rozmaitosciq rzu-
towq zdefiniowang nad ciatem liczbowym K oraz D € Div(V') pewnym dywizo-
rem. Niech dany bedzie ¢ : V. — V', morfizm taki, ze:

¢*D ~ aD
dla pewnego o > 1 calkowitego. Wowczas istnieje jedyna funkcja (zwana wy-
sokosciq kanoniczng na V) stowarzyszona z morfizmem ¢ i dywizorem D:
hvep: V(K) = R,
spetniajgea nastepujgee wtasnosci:
(i) hy.s.p(P) = hy.p(P)+O(1) dla wszystkich P € V(K).

(ii) hy.g.p(d(P)) = ahyg p(P) dla wszystkich P € V(K). Wysokosé kano-
niczna zalezy tylko do klasy liniowej réwnowaznoéci dywizora D. Ponadto
zachodzi wzor:

R 1 .
hy.¢,p(P) = Jim —hy,p(¢"(P)),

e
gdzie " = ¢po...0¢.

Dowdd. 7 wlasnosdci (b),(c) i (d) Twierdzenia 2.1.18 dostajemy rownosé:

hv,p(¢(Q)) = ahy,p(Q) + C (2.8)

dla wszystkich Q € V(K) i pewnej statej C € R. Pokazemy teraz, ze ciag
{an(P)};2, o wyrazie ogolnym:

1
an(P) = — hy: (6" (P)
jest zbiezny (udowodnimy, ze jest ciggiem Cauchy’ego). Dla n > m:

(@ (P) = (e (7))

n

> L (p(@(P) — ahy (e (P)
1=m+1

> L |hvn(@(P) — ahyo(6 = (P))

i=m+1

a ™ —a"
(=i )e

IA

IA
(]
R~
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gdzie ostatnia nieréwno$¢ wynika ze wzoru (2.8) dla Q = ¢'~(P), a przed-
ostatnia z nieréwnosci tréjkata. Wybierajac dowolny punkt P € V(K)ie >0
zawsze znajdziemy takie N < n < m, ze |a,(P) — am(P)| < e. Skoro ciag
{an(P)}52, jest zbiezny to mozemy zdefiniowaé jego granice:

. ‘ 1 .
hy,¢,p(P) = Jim JhV,D(Cb (P))

dla dowolnego P € V(K). Ponadto kladac w powyzszej nieréwnosci m = 0 i
biorac granice przy n — oo dostajemy nieréwnosé:
C

a—1

)

hw,g,0(P) = hy,p(P)| <

co dowodzi podpunktu (i).
(i) Z definicji wysokosci kanonicznej jako granicy mamy:

wan(6(P) = Tim —hyp(6"(5(P))
= Jim (e (P)

= ahy 4 p(P).

(0}

(Jedynosé wysokosei kanonicznej) Przypusémy, ze dla ustalonego dywizora
D € Div(V) imorfizmu ¢ : V — V spelniajacych zatozenia twierdzenia istnieja
dwie funkcje h i h' o wlasnosciach (i) i (ii). Wowczas istnieje stata C taka, ze:

9(P) = h(P)— /(P) = C

dla dowolnych P € V(K). Z wtasnoéci (ii) mamy go¢ = ag. Iterujac dostajemy
go ¢" = ag. Zatem:

g(o™(P C
()| = LI [C] e,

a «
To dowodzi g(P) = 0 dla wszystkich P, w szczegolnosci h = /. O

Whniosek 2.1.21. Niech V' bedzie gtadkg rozmaitosciq rzutowq zdefiniowang
nad ciatem liczbowym K oraz niech dany bedzie morfizm ¢ : V. — V spetniajgcy
dla ustalonych dywizoréw D1, Dy warunki ¢*D; ~ aD; (i = 1,2) dla pewnego
a > 1. Wowczas:

(i) hv.6.0r+Dy = hv,6.0, + By, D,
(Z"Z) Jesl D1 ~ DQ, to iLV7¢7D1 = iLV7¢7D2

Dowdd. (i) Na mocy Twierdzenia 2.1.20 i addytywnosci wysokosci stowarzy-
szonej z dywizorem istnieje stata C' taka, ze:

h,6.01+Dy — (Wo.0, + hv,s.p,) = C.

Korzystajac z wlasnosci (ii) Twierdzenia 2.1.20 dostajemy:

. ) . c
hv.6,0140; = (hvg,01 + hvg,p,) =

dla dowolnego n. Przechodzac z n — oo dostajemy teze. (ii) Na mocy Twier-
dzenia 2.1.18 hy,p, = hy,p, + C dla pewnej stalej C. Korzystajac ponownie
z wtasnosci (i) Twierdzenia 2.1.20 i argumentujac jak w podpunkcie (i) dosta-
jemy teze. O
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Twierdzenie 2.1.22. Niech ¢ : V. — V bedzie morfizmem gtadkiej rozmaitosci
rzutowej zdefiniowanej nad ciatem liczbowym K. Niech D € DiAV(V) bedzie
szerokim dywizorem takim, ze ¢*D ~ D dla pewnego oo > 1 i niech hy g p bedzie

stowarzyszong wysokoscig kanoniczng. Wowczas iLV@’D(P) > 0 dla dowolnego
P e V(K) oraz:

BV7¢,D(P) =0& {P,¢(P),...,¢"(P),...} jest zbiorem skoriczonym.

Dowdd. 7 definicji dywizora D istnieje taka liczba naturalna k € N, ze kD
jest bardzo szeroki, czyli nie ma punktéw bazowych, a zatem z konstrukcji w
Twierdzeniu 2.1.18 wynika, ze hy,p(P) > 0 dla wszystkich P € V(K). Za-
tem z definicji wysokosci kanonicznej iLV7¢,kD(P) > 0. Wniosek 2.1.21 pociaga
rOWnosé iLV,qﬁ,kD(P) = kZiLV7¢7D(P), zatem BV’¢7D(P) > 0.

Udowodnimy teraz réwnowaznosé. Niech P € V(K). Przypuéémy, ze zbior
{P,¢(P),...,¢"(P),...} jest skonczony. Wowczas ciag {¢"(P)}>2, powta-
rza sie, co pociaga, ze ciag {hy,p(¢"(P))} -, jest ograniczony. Z definicji
hv.g,0(P) = lim, e 2 hy,p(¢"(P)) = 0.

7 drugiej strony przypusémy, ze IA11/7¢’D(P) = 0 dla pewnego P € V(K).
Mamy réwnosé

hy.p(6"(P)) = hvg,p(¢"(P)) + O(1) = a"hy,g,p(P) + O(1) = O(1)

dla dowolnego n > 1. Mozemy bez utraty ogolnosci przyja¢, ze P € V(K) oraz
D i ¢ sa zdefiniowane nad K, zastepujac K jego skoficzonym rozszerzeniem.
Wowczas ¢™(P) € V(K) dla dowolnego n. Istnieje stata B taka, ze:

04(P) = {P,6(P),...,6"(P)....} € {Q € V(K)|hv,n(Q) < B} = Ok(B).

Twierdzenie 2.1.18, podpunkt (f) implikuje, ze zbior Ok (B) jest skoniczony, co
pociaga, ze zbiér Oy(P) jest skoriczony. O

Twierdzenie 2.1.23 (Néron,Tate). Niech A bedzie rozmaitosciq abelowq zde-
finiowanqg nad ciatem liczbowym K oraz niech D € Div(A) bedzie dywizorem
symetrycznym ([—1]*D ~ D). Wowczas istnieje funkcja:

hap:AK) =R,

(nazywana wysokoscig kanoniczng na rozmaitosci A wzgledem dywizora
D). Spetnia ona nastepujoce warunki:

(i) hap(P) = hap(P)+ O(1) dla wszystkich P € A(K).
(ii) Dla dowolnej liczby catkowitej m € 7, zachodzi wzor:
hap([m]P) = m?hap(P)
dla wszystkich P € A(K)
(#i) Zachodzi prawo réwnolegtoboku:
hap(P+ Q) +hap(P — Q) =2hap(P)+2hap(Q)

dla dowolnych P,Q € A(K).
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(iv) Wysokosé kanoniczna hap : A(K) — R jest formg kwadratowq nad Z.
Stowarzyszone z nig odwzorowanie dwuliniowe (-, -)p : A(K)xA(K) — R
ma postac:

(P.Q)p — hap(P+Q) - h;,D(P) —han(Q)

(v) Wysokosé kanoniczna lA”LA7D zalezy tylko od wyboru dywizora D i wtasnosci
(1) oraz wtasnosci (ii) dla dowolnie ustalonej liczby m > 2.

Dowdd. Niech ¢ = [2] oraz V = A. 7 Twierdzenia 4.2.20 dostajemy ¢*D ~
4D i stosujac Twierdzenie 2.1.20 mozemy skonstruowaé wysokosé kanoniczna
stowarzyszona z morfizmem ¢ = [2]:

. 1 .
hap(P) = lim —hap([27]P).

Ponadto Twierdzenie 2.1.20 implikuje rownosci BA,D = ha,p+O(1) oraz lAzA,Do

[2] = 4h 4 p. Zatem zachodzg wlasnosci (i) i (ii) dla m = 2. Z Wniosku 2.1.19

wynika, ze wysokos¢ Weila h4 p spelnia wlasnodci:

ha,p([M]Q) = m*hap(Q) +C

dla stalej C' i dowolnego punktu @ € A(K). Kladac Q = [2]"P i dzielac
obustronnie przez 4™ oraz biorac granice przy n — oo dostajemy:

hap([m)P) = lim ih,cx,D([Qnm]P)

n—oo 41

— lm — (m®ha,p(2"]P) + C)

n—oo 4N

= m2hap(P).

W celu udowodnienia wtasnosci (iii) stosujemy ponownie Wniosek 2.1.19.
Zastepujemy P i Q w prawie réwnolegtoboku przez [2"]P i [2"]Q) odpowiednio,
dzielimy przez 4™ i przechodzimy do granicy z n — oo.

Wtasnosé (iv) wynika z (iii) oraz Lematu 4.1.2.

Wtasnosé (v) wynika z Twierdzenia 2.1.20, bo }A‘LA7D jest wysokoscig kano-
niczng wzgledem dowolnego morfizmu [m] : A — A dla m > 2. O

Rozszerzanie odwzorowan dwuliniowych

Pokazemy teraz w jaki sposob rozszerzy¢ forme kwadratowa h Ap:AK) —> R
do dodatnio okreglonej formy kwadratowej okreslonej na przestrzeni liniowej
A(K) @z R.

Bedziemy rozwazaé¢ Z-modut M, na ktérym okreslona jest symetryczna

forma dwuliniowa g : M x M — R.

Definicja 2.1.24 (Jadro symetrycznej formy dwuliniowej). Niech dana bedzie
symetryczna forma dwuliniowa g : M x M — L o wartosciach w Z-module L.
Modut:

N = {z € M|g(z,y) = 0 dla dowolnego y € M}

nazywamy jadrem symetrycznej formy dwuliniowej g.
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Forma dwuliniowa g indukuje zatem odwzorowanie dwuliniowe g na module
ilorazowym M := M /N:
g:M =R

g(m1,m1) = g(ma, ma).

Zauwazmy, ze jadro g jest zerowe oraz jesli T € M jest elementem torsyj-
nym, to istnieje naturalne n takie, ze nz = 0,czyli nx € N. Wowczas:

ng(z,y) = g(nz,y) = 0 dla dowolnego y € M,

a skoro g przyjmuje wartosci w R, to g(z,y) = 0 dla dowolnego y € M. Zatem:
9(z.y) =0

dla dowolnych 3 € M, wiec T nalezy do jadra g, ktére jest zerowe. Stad wynika,
ze cze$é torsyjna modutu M jest grupa trywialng (ponadto torsja modutu M
zawarta jest w jadrze g).

Odwzorowanie kanoniczne:

(b:M—)HR:M@ZR
o-m—>mR1

jest injekcja (jesli p(m) = 0, to M jest torsyjny lub 0, ale torsja M jest zerowa).
Ponadto mozemy nadaé¢ modutowi M ®z R naturalng strukture przestrzeni
liniowej definiujac mnozenie przez skalar jako:

a-m@r=m®e (ax)
i rozszerzajac je liniowo na sumy dowolnych elementéw postaci m ® .

Stwierdzenie 2.1.25. Niech K C M bedzie Z modutem skoticzenie genero-
wanym w module beztorsyjnym M okreslonym wyzej. Wowczas obciecie formy
dwuliniowej g : M x M — R do K (ktory jest automatycznie modutem wolnym
z twierdzenia klasyfikacyjnego dla grup abelowych) rozszerza si¢ jednoznacznie
do formy dwuliniowej na Kg.

Dowdd. Niech {e;}7; bedzie baza wolnego modutu K (odpowiada jej baza
liniowa przestrzeni Ky postaci {e¢; ® 1} ;). Wowczas definiujemy:
gij = g(ei, €j).

Okreslamy rozszerzenie:

n n n n
IR E e; ®.1‘Z',Z€j ®l’j = E E TiTjigij-
i=1 j=1

i=1 j=1

Odwzorowanie gg jest symetryczna forma dwuliniowa na Kg oraz jesli utoz-
samimy obraz K — Kg : k = k ® 1 kanonicznego izomorfizmu z modutem K,
to:

(k@ 1,l1)=g(k,l). (2.9)

Ponadto jesli hr jest innym rozszerzenim obciecia g do K spehiajacym (2.9),
to z liniowosci wynika, ze hr = gg. O
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Niech M’ bedzie skoriczenie generowanym podmodutem w M (jest zatem
wolny). Zauwazmy, ze inkluzja i : M M indukuje odwzorowanie i ® id :
M ©7Q - M®zQ.

Fakt 2.1.26. Homomorfizm i ® id Z-modutow jest injekcja
Dowdd. Niech 3, m; @ 3+ =0 w M ® Q. Skoro M jest wolny, to:

m; = E Cik€l,

k

gdzie {€x},_, jest baza wolng. Wowczas:

zi:zkjcz'kek ® %; =0
z};ek ® <Z Cilg;“) =

)

Istnieje m catkowite takie, ze jesli Ay =),

> e @z (Agm) =0
k

<Z(Akm)ek> ®z1=0.

k

“pt to Apm € Z. Wowczas:
3

Skoro M jest beztorsyjny, to Y. (Agm)ey = 0w M i w M'. Skoro M jest
wolny, to Axym = 0 dla dowolnego k, stad Ay = 0 dla wszystkich k& (bo m # 0).
Zatem element Y . 7; @ Z—: —0w M ® Q. O

Zauwazmy, ze
—/ =/
(M ®zQ)®qR=M ®zR.

Skoro zachodzi inkluzja M(I@ C Mg, to zachodzi tez M]IR C Mp. Implikuje to
réwnoéé zbioréw:
M@ZR: U H/@)ZR,
M'cM
gdzie suma jest po skornczenie generowanych modutach.
Modut M ®7R wyposazamy w topologie finalng (topologie granicy proste;j)
pochodzaca od rodziny inkluzji:

fﬁ/ :M/®ZR‘—>M®ZR

indeksowana wszystkimi skoiiczenie generowanymi podmodutami M w M. To-
pologiana V = M ®z R pochodzi z topologii naturalnej indukowanej przez R
na V = R" dla pewnego n. Zbiér U jest otwarty w M ®7R wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego skoficzenie generowanego podmodutu M cM fﬁ}(U ) jest

-/
otwarty w M ®z R.
Powyzsza réwnosc¢ i jednoznacznosé rozszerzenia formy g (Stwierdzenie

2.1.25) implikuja, ze rozszerzenia gy na przecieciach Mg N Mg réznych

par skoriczenie generowanych podmodutow MM, M©2) c M pokrywaja sie.
Zatem istnieje jedyne rozszerzenie formy g na M do formy gp na Mg.
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Twierdzenie 2.1.27. Niech g : M x M — R bedzie symetryczng formg dwuli-
niowq nad Z. Wowczas jesli N jest jgdrem odwzorowania g oraz M = M/N, to
istnieje jedyne rozszerzenie gg formy dwuliniowej g : M x M — R na M ®@zR.

Uwaga 2.1.28. Analogiczne twiedzenie zachodzi jesli zbiér liczb rzeczywistych
R zastapimy liczbami wymiernymi Q.

Fakt 2.1.29. Niech forma g : M x M — R bedzie dodatnio okreslona, tj.
g(z,x2) >0 dla x € M\ {0}. Wéwczas gg(z,z) >0 dla x € Mg.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze inkluzja Q C R indukuje M@ C Mg.

Niech € Mg, woéwczas istnieje m € Z takie, ze ma € M (utozsamiamy
M z obrazem przez kanoniczng injekcje M — Mg). Zatem m?gg(z,z) =
go(mz, mz) = g(mz, mz) > 0, a stad gg(z,z) > 0.

Zauwazmy, ze funkcja f(z) = gr(x,x) jest cigglta w topologii finalnej na
M ® R, poniewaz jej obciecie do M eR jest ciagte.

W takim razie z inkluzji Mg C Mg i ciaglosci otrzymujemy, ze

gR($,$) Z 0.
O

Lemat 2.1.30. Forma dwuliniowa gy jest dodatnio okreslona na My wtedy i
tylko wtedy, gdy dla dowolnego skoriczenie generowanego podmodutu M cM
i dowolnej statej C > 0 zbior:

{:1: eM | gp(z, x) SC’}

jest skonczony.

Dowdd. Bez utraty ogolnosci mozemy zaltozy¢, ze M jest skonczenie generowa-
nym modutem. Kanoniczna injekcja i : M — My : m +— m ® 1 pozwala utoz-
sami¢ M z krata generowang przez obraz modulu w Mp. Krata w skonczenie
generowanej przestrzeni liniowej nad R jest dyskretna, wiec w ograniczonym
otoczeniu zera w przestrzeni liniowej My istnieje skonczenie wiele punktow
kratowych. Jedli g jest dodatnio okreslone , to zbiodr z tezy jest skoriczony dla
dowolnego C' > 0.

Zalozmy teraz, ze gp nie jest dodatnio okreslona. Gdyby istnialo nieskon-
czenie wiele z € My takich, ze gg(z,z) < 0 to zbiér {z € M|gg(z,z) < C}
bytby nieskoniczony. Niech zatem forma gr bedzie nieujemnie okreslona. Ist-
nieje y € My \ {0} takie, ze gg(y,y) = 0. Z twierdzenia Cauchy’ego-Schwarza
(dla form dwuliniowych nieujemnie okreslonych):

0 < |gr(z,y)|* < Gr(z,2)  Gr(y,y)

dla dowolnego # € Mg wynika, ze y nalezy do jadra formy gg.
Zauwazmy, ze obciecie formy gg do kraty (M) ma trywialne jadro. Zatem
y ¢ Mg (biorac naturalna inkluzje Mg C Mg indukowana przez Q < R).
Wybieramy baze {e;};_; w M. Obraz i({e;};_;) = {e; ® 1} jest baza w

Mp. Dla kazdego n € N istnieje takie y,, € i(M), ze wspotrzedne

Yn — 1Y
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naleza do przedziatu [0, 1] (wybieramy pewna baze w Mg = R” i wspolrzedne
x;). Elementy y, — ny nalezg do zwarte] kostki:

{Zai$i|0§ai§1}.

i=1
7 drugiej strony:
IR (Yn — 19, Yn — ny) = Gr(Yn, Yn),
gdyz y nalezy do jadra gg.
Odwzorowanie f(x) = gr(x,z) jest ciagte, zatem ograniczone na zwartej

kostce zdefiniowanej powyzej. Skoro y & Mg, to zbiér {y,|n € N} jest nieskori-
czony i zawarty w zbidrze:

{z € M|gg(z,z) <C}.
O

Twierdzenie 2.1.31. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowqg nad ciatem licz-
bowym K. Jesli D € Div(A) jest szerokim dywizorem symetrycznym, to sto-
warzyszona z mim kanoniczna wysoko$é h = iLAD . A(K) — R rozszerza sie
jednoznacznie do dodatnio okreslonej formy kwadratowej hr : AK)®zR - R

nad R. Doktadniej, istnieje jedyny iloczyn skalarny (-, )r : (A(K) ®z R) x

(A(K) ®z R) — R taki, ze:

~

h(P)=(P®1,P®1)

dla dowolnego P € A(K).
Ponadto h(P) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy P jest punktem torsyjnym w
A(K).

Dowdd. 7 Twierdzenia 2.1.23 wynika, ze na Z-module A(K) istnieje odwzoro-
wanie dwuliniowe (-,-) : A(K)x A(K) — R symetryczne i nieujemnie okreglone
((P, P) > 0 dla dowolnego P € A(K)).

Udowodnimy teraz, ze ﬁA7D(P) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy P jest tor-
syjny w A(K).

Niech P € A(K). Twierdzenie 2.1.22 zastosowane do ¢ = [2] i V = A oraz
dywizora D implikuje, ze h A,0(P) > 01ir6wnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy punkt zbioru Op = {P,[2]P,...,[2"]P,...} jest skoniczony. Jesli zbior Op
jest skoriczony, to istnieja k, n naturalne takie, ze [2¥]P = [2¥7"] P, co pociaga
[2ktn — 2K P = O, czyli punkt P jest torsyjny. Z drugiej strony jesli punkt
P jest rzedu n i NWD(n,2) = 1, to z twierdzenia Eulera 2¢(") = 1(mod n).
Wowczas [2°0V]P = P i zbior Op jest skoniczony. Jedli natomiast n = 2Fr
dla pewnego k > 01 NWD(r,2) = 1, to z twierdzenia Eulera wiemy, ze
29(") = 1(mod r, czyli istnieje m naturalne takie, ze (2" — 1) = rm oraz
28297 — 1) = 2¥rm = nm. W takim razie [2¥(2?" — 1) + 1]P = P, co pociaga
skoniczonodé zbioru Op.

Obliczmy teraz jadro N odwzorowania dwuliniowego na A(K):

N ={P € A(K)| (P,Q) = 0 dla dowolnego Q € A(K)} .

Jesli P € N, to w szczegblnosci 0 = (P, P) = ﬁA’D(P), co pociagga, ze P
jest punktem torsyjnym, czyli N C A(K )iors. Wiemy ponadto, ze z wlasnosci
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odwzorowania dwuliniowego (-,-) wynika, ze A(K)iors C N, stad A(K)ors =
N.
Ciag doktadny:

A(K)tors = A(K) — A(K)JA(K)tors — 0

tensorujemy z prawej strony R i korzystamy z prawej dokladnodci operacji

tensorowania. Skoro A(K)ors @z R = 0, to dostajemy izomorfizm:
A(K) @7 R = (A(K)/A(K)tors) @z R. (2.10)

Ponadto w notacji Twierdzenia 2.1.27 M = A(K) oraz N = A(K)iors, Wiec
M = M/N = A(K)/A(K)ors i izomorfizm (2.10) implikuje, ze Mg = M @zR.
Zatem na mocy Twierdzenia 2.1.27 istnieje jedyne rozszerzenie formy dwuli-
niowej (-,-) na A(K) do formy dwuliniowej (-, -)g na A(K) ®z R. Konstrukcja
z Twierdzenia 2.1.23 oraz Fakt 2.1.29 gwarantuja nam, ze forma (-,-)r jest
nieujemna.

Ponadto Twierdzenie 2.1.18 podpunkt (f) oraz Lemat 2.1.30 pociagaja, ze
rozszerzenie formy dwuliniowej na A(K):

(R (A(K) ®zR) x (A(K) @z R) = R

jest dodatnio okreglona symetryczng forma dwuliniowa, czyli iloczynem ska-
larnym.
7Z jedynosci rozszerzenia formy dwuliniowej (-, -) wynika takze, ze:

hap(P)=(P,P)=(P®R,P®R)g

dla dowolnego punktu P € A(K). O

2.2 Twierdzenie Mordella-Welila

Twierdzenie 2.2.1 (Mordell-Weil). Niech A bedzie rozmaitoscig abelowa zde-
finiowang nad ciatem liczbowym K. Wowczas grupa punktéw K-wymiernych
A(K) rozmaitosci A jest skoriczenie generowang grupg abelowg.

7 twierdzenia klasyfikacyjnego dla grup abelowych skoriczenie generowa-
nych otrzymujemy nastepujacy bezposredni wniosek.

Twierdzenie 2.2.2. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq zdefiniowang nad
ciatem liczbowym K. Wdowczas istnieje skoriczony zbior punktow {Py,. .., Py}
oraz skoniczony zbior T C A(K) takie, Ze:

AK)=T®ZP, & ... 7P, (2.11)

gdzie punkty P; sq nieskoriczonego rzedu, a punkty ze zbioru T sq skoriczonego

rzedu w A(K).

Dowdd Twierdzenia 2.2.1 oparty jest na ponizszych twierdzeniach, ktoére
zostang dowiedzione w dalszej czedci rozdziatu.

Twierdzenie 2.2.3 (“Stabe” twierdzenie Mordella-Weila). Niech A bedzie roz-
maitoscig abelowq okreslong nad ciatem liczbowym K. Niech m > 2 bedzie
liczba catkowitq. Wowczas grupa A(K)/mA(K) jest skoriczona.
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Twierdzenie 2.2.4 (O spadku na grupach abelowych). Niech G bedzie grupg
abelowg wyposazong w forme kwadratowq (patrz Definicja 4.1.1):

¢:G—R (2.12)

takq, ze zbior {x € G : q(x) < C} jest skoticzony dla dowolnego C > 0 oraz
q(x) > 0 dla dowolnego = € G. Zatézmy ponadto, ze grupa G/mG jest skoti-
czona dla pewnego m > 2 calkowitego. Niech funkcja |x| := \/q(x) spetnia
nierownosci:

2] < |2 + Jy]

oraz wtasno$é jednorodnosci:
imal = mla

dla dowolnych x,y € G. Wowczas grupa G jest skoriczenie generowana. Do-
ktadniej - istnieje zbior {g1,...,gs} reprezentantéw klas w G/mG taki, ze G
jest generowane przez zbior:

{r e G:q(x) <Cp}, (2.13)
gdzie Cy = max; q(g;).

Dowdd. Okreslmy zbior S = {z € G : |z| < ¢p}, gdzie ¢g = /Cp. Pokazemy,
ze zbiér S generuje grupe G. Niech zg € G. Jedli g € S to koniec dowodu.
Przypusémy zatem, ze xg € G\ S. W takim razie |zg| > cp. Istnieje i takie, ze:

Ty = ¢; + mxy (2.14)
dla pewnego x1 € G. Z nieréwnosci |z + y| < |z| + |y| oraz |g;| < co < |zol:
mlzi| = |zo — gi| < |xo| + |gil < 2|0l (2.15)

Poniewaz m > 2, to |r1| < |xg|.- Indukcyjnie dostaniemy ciag punktow x;
spelniajacych nieréwnosci:

|zo| > |x1| > |x2] > .. ..

W grupie G istnieje tylko skonczenie wiele punktow, dla ktorych |z| < |zol,
zatem dla pewnego t musi zachodzi¢ x; € S, czyli xg jest kombinacja liniowa
elementéow z S. Ul

Dowdd Twierdzenia 2.2.1 przy zatozeniu Twierdzenia 2.2.5. Na mocy Twier-
dzenia 4.2.23 istnieje bardzo szeroki dywizor symetryczny D € Div(A). Wyso-
kos¢ kanoniczna EA,D : A(K) — R posiada wszystkie wlasnosci z Twierdzenia
2.1.31. Ponadto wtasnos¢ (f) z Twierdzenia 2.1.18 implikuje, ze:

{z € A(K) : hap(z) < C}

jest skoriczony dla dowolnej statej C' > 0. Zastosowanie Twierdzenia 2.2.3 oraz
Twierdzenia 2.2.4 implikuje teze. O

Pokazemy teraz, ze ’stabe’ twierdzenie Mordella-Weila wystarczy udowod-
ni¢ dla pewnego skonczonego rozszerzenia L ciala liczbowego K.
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Lemat 2.2.5. Dla dowolnego rozszerzenia skoriczonego L ciata K naturalnie
okreslone odwzorowanie:

f:AK)/mA(K) — A(L)/mA(L) (2.16)
ma skoniczone jgdro.

Dowdd. Niech jadro ker f = A(K) N mA(L)/mA(K). Mozemy zaltozy¢ po-
nadto, ze L /K jest rozszerzeniem Galois i G = Gal(L/K). Dla dowolnej war-
stwy x + mA(K) w ker f ustalmy element y € A(L) taki, ze [m](y) = .
Zdefiniujmy odwzorowanie:

fz: G — Alm](L)
foio—0o(y) —y.

Niech [m](y) = [m](y') = z. Wowczas (y —y') € Alm] C A(K). Zatem dla
dowolnego o € Gal(L/K):

oy)—y— (o) —y)=0oly—y)—(y—y) =0,
czyli odwzorowanie f, nie zalezy od wyboru reprezentanta y. Zbior odwzoro-
wan Odwz(G, A[m]) jest skoriczony, bo obie grupy sa skonczone. Zatem wystar-

czy pokazaé, ze odwzorowanie ¢ : ker f — Odwz(G, A[m]) takie, ze ¢(z) = f
jest injekcja. Przypusémy, ze f, = fu 1 [m|(y) = z oraz [m](y’) = 2’. Wowczas:

o(y) —y = fulo) = fu(o) =0a(y) — ¢/ (2.17)

dla kazdego o0 € G. Ale w takim razie o(y — ¢y') = y — ¢’ dla dowolnego
o€ G, stad y—y € AK). Zatem = — 2’ = [m](y — ') € mA(K), czyli x i
2’ reprezentuja te sama klase w ker f. Zatem ¢ jest injekcja 1 zbior ker f jest
skoniczony. O

Mozemy bez utraty ogoélnosci zatozyé, ze Alm] C A(K) oraz p, C K.
Ciato, ktore otrzymamy nadal jest cialem liczbowym, bo A[m] jest zbiorem
skorficzonym, a u,, zawiera wszystkie pierwiastki z jednosci stopnia m, czyli
skoniczenie wiele elementdw.

Definicja 2.2.6. Dla x € A(K) i dowolnego o € Gal(K/K) wybieramy y €

A(K) takie, ze [m](y) = x. Definiujemy odwzorowanie:

t(o,z) :=0(y) —y (2.18)

Wartosé t(o, x) zalezy od z, ale nie zalezy od wyboru y (podobnie jak w do-
wodzie powyzej dla f,).

Twierdzenie 2.2.7 (Odwzorowanie Kummera). Funkcja t(o,z) = o(y) —y
jest poprawnie okreslona i definiuje odwzorowanie dwuliniowe t : Gal(K/K) x
A(K) — A[m]. Niech L bedzie rozszerzeniem K powstalym przez dotgczenie
wspdtrzednych punktow y € A(K) takich, ze [m](y) € A(K). Wowczas mamy
niezdegenerowane (lewostronne i prawostronne jodra sg trywialne) odwzorowa-
nie indukowane:

T: Gal(L/K) x A(K)/mA(K) — Alm]. (2.19)

W szezegolnosci, A(K)/mA(K) jest skoriczone wtedy i tylko wtedy, gdy L jest
skoriczonym rozszerzeniem K.
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Dowdd. Zauwaimy, ze [m](t(o, ) = [m])(o/(y))—[m](y) = o([m)(y))~[m](y) =
o(x) — 2z = 0, bo morfizm [m] jest zdefiniowany nad K i [m](y) = z. Dwuli-
niowoé¢ odwzorowania jest natychmiastowa konsekwencja faktu, ze dodawa-
nie punktéw na rozmaitosci abelowej A jest zdefiniowane nad ciatem K i
o€ Gal(K/K):

tloo',z) = oo’ (y) —y = ( "(y) —y) + (o(y) —y)
= U(t(Ulyl’)) ) = (‘7/ ) + (o, ).
A(K). Z drugiej strony

m
E ;
ﬂ

Ostatnia rownosé wynika z zatozenia t
mamy:

tlo,x+a’) =o(y+y) —(y+y) = (0(y) —y) +(a(y) —y) = t(o,2) + t(0,2).
Obliczymy teraz lewe jadro odwzorowania ¢, tj.
ker;(t) = {0 € Gal(K/K) : t(o,z) = 0 dla dowolnego = € A(K)}.

Zauwazmy, ze o € ker;(t) wtedy i tylko wtedy, gdy o(y) = y dla dowolnego
y € é(f) spelniajacego [m](y) € A(K). Z definicji ciala L wynika, ze o €
Gal(K/L). Zatem ker;(t) = Gal(K/L). Analogicznie definiujemy

ker,(t) = {z € A(K) : t(o,z) = 0 dla dowolnego o € Gal(K/K)}.

Zauwazmy, ze mA(K) C ker,(t). Pokazemy, ze zachodzi r6wnos¢ obu zbiorow.
Niech z € kery(t). Z definicji prawego jadra mamy o(y) = y dla dowolnego
m](y) = = oraz 0 € Gal(K/K). Ale w takim razie y € A(K), zatem = €
mA(K). Wydzielajac przez prawe i lewe jadro otrzymujemy niezdegenerowane
odwzorowanie dwuliniowe:

T: Gal(K/K)/Gal(K/L) x A(K)/mA(K) — Alm]

i z zasadniczego twierdzenia teorii Galois wiemy, ze Gal(K/K)/Gal(K /L) =
Gal(L/K). Ponadto skoro odwzorowanie jest niezdegenerowane to otrzymu-
jemy injekcje:

¢1: Gal(L/K) — Hom(A(K)/mA(K), A[m])

¢p : A(K)/mA(K) - Hom(Gal(L/K), A[m))
z czego wynika, ze A(K)/mA(K) jest skonczone wtedy i tylko wtedy, gdy
Gal(L/K) jest skoficzona grupa, czyli L jest skoficzonym rozszerzeniem K. [

Cialo L jest zlozeniem cial K(y) dla [m](y) = z € A(K), wiec musimy
zbada¢ wlasnosci cial K (y).

Twierdzenie 2.2.8. Niech v € A(K) iy € A(K) bedq takie, ze [m](y) = .
Wowczas rozszerzenie K(y) jest Galois i Gal(K(y)/K) jest izomorficzna (w
sposdb kanoniczny) z pewng podgrupg grupy Alm)].

Dowdd. Jedli o € Gal(K/K) to (o(y)—y) € Alm] C A(K), zatem wspotrzedne
wszystkich elementéw sprzezonych z y naleza do K (y). Zatem K (y) jest Galois.
Ponadto odwzorowanie:

¢ : Gal(K(y)/K) — A[m]
okreslone wzorem ¢(o) = t(o, z) = o(y)—y jest injekcja na mocy poprzedniego
twierdzenia. O
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Redukcja rozmaitosci abelowej i grupy formalne

W tym podrozdziale pokazemy, ze jesli liczba pierwsza p 1 m to istnieje taka
rozmaito$¢ abelowa A/F, nad cialem skonczonym, ze zachodzi inkluzja

A[m](K) — A(F).

Redukcje rozmaitoséci abelowych

Definicja 2.2.9 (Dobra redukcja, zta redukcja). Niech A/K bedzie rozmaito-
sciag abelowa nad ciatem i niech R, bedzie pierécieniem z waluacja dyskretna
w K. Méwimy, ze A ma dobra redukcje w v jesli istnieje gtadki wtasciwy
([Har06, str. 100, df.]) schemat A nad Spec(R,), ktérego wiékno specjalne
Zspec(k(n)) nad punktem generycznym 7 jest izomorficzne z A jako schemat
nad K = k(n).

Ponadto z definicji wynika, ze wtékno Zspec(k(v)) jest rozmaitoscia abelowa
nad k(v) (patrz [BLR90, Prop.1.4.2|).

Jezeli powyzsza sytuacja nie zachodzi, to méwimy, ze rozmaitosé A ma w
v zlg redukcje.

Definicja 2.2.10 (Model rozmaitosci abelowej). Niech A/K bedzie rozma-
itodcig abelowa nad cialem utamkéw pierscienia Dedekinda R i niech S =
Spec(R). Modelem A nad S jest schemat A — S (patrz Definicja 4.1.8),
ktorego wiokno generyczne jest izomorficzne z A nad Spec(K).

Definicja 2.2.11 ([BLR90, Def.1.2.1], Model Nérona). Niech R bedzie pier-
$cieniem Dedekinda i K = Frac(R). Niech A/K bedzie rozmaitoscia abelowsa
nad K. Modelem Nérona dla A nad S = Spec(R) nazywamy model A — S
dla A, ktory jest rozdzielony, gtadki i skoriczonego typu oraz spetnia wtasnoscé
uniwersalnosci:

Dla dowolnego gladkiego schematu Y — S i Spec(K)-morfizmu ug :
Yspec(k) — A istnieje jedyny S-morfizm u : Y — A rozszerzajacy (w sen-
sie produktu rozwloknionego) ug .

Twierdzenie 2.2.12 (|[BLR90, Thm.1.4.3|). Niech A/K bedzie rozmaitoscig
abelowg nad K = Frac(R) (R jest pierscieniem Dedekinda) i S = Spec(R).
Istnieje model Nérona rozmaitoici A nad S. Ponadto jesli S’ C S zawiera
wszystkie domkniete punkty dobrej redukcji A oraz punkt generyczny, to S’ jest
gestym otwartym podschematem w S oraz A xg S’ (patrz Definicja 4.1.9) jest
abelowym schematem nad S’, tzn. wtékna nad kazdym punktem v domknietym
z S’ sq rozmaito$ciami abelowymi nad ciatem k(v).

Przyktad 2.2.13. Jesli dana jest krzywa eliptyczna o rzutowym réwnaniu w
postaci Weierstrassa:
E:y?z = 2% + axz® + b3

i wyroznmiku A = 4a® + 27b% nad cialem liczbowym K, to elementy A, a,b
oraz A~! naleza do prawie wszystkich pierscieni Ok lokalizacji pierscienia
liczb catkowitych Ok poza ideatem pierwszym p. Istnieje otwarty S’ C S
taki, ze a, b, A przedtuzaja sie do sekcji na Og(S’) 1 A oraz 2 sa odwracalne w
O(S"). Stad dostajemy schemat abelowy E — S, ktorego wtokna sa krzywymi
eliptycznymi, a zatem E jest modelem Nérona dla E/K (patrz [BLR90, Prop.
1.4.2)).
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Wprowadzimy teraz elementy teorii grup formalnych, aby udowodnié twier-
dzenie o redukcji dla rozmaitosci abelowych (patrz Twierdzenie 2.2.23).
Grupy formalne

Definicja 2.2.14 (Grupa formalna). Niech dany bedzie pierécien R oraz do-
datnia liczba naturalna g. Wybieramy elementy

Fi,....,FyeS=R[X1,...,X;,1,..., Y]

pierscienia szeregow formalnych 2¢ zmiennych. Wowczas wektor F' = (F1,. .., Fy)
nazywamy grupg formalna wymiaru g jesli spelnione sa warunki:

(i) Fi = Xi +Y; +h, gdzie h € ({X;Y;}i5),
(i) F(X,F(Y,Z))=F(F(X,Y), Z) dla dowolnych wektorow X,Y, Z.
(iii) Istnieje jedyny wektor i(X) = (i1(X),...,iy(X)) taki, ze i (X) nie maja
wyrazow stalych oraz F(X,i(X)) =0= F(i(X), X).
Ponadto grupa formalna jest przemienna jesli spetnia warunek:

F(X,Y)=F(Y,X).

Przyktad 2.2.15. Niech G bedzie grupa algebraiczng wymiaru g nad cia-
tem k (patrz Definicja 4.1.21) i niech e € G(k) bedzie elementem neutralnym.
Grupa algebraiczna jest zawsze gladka (por. Wniosek 4.1.22), wiec zachodzi
r6Wnos¢ dimye) (me,g/mg’G) = g 1 generatory z1,...,x, przestrzeni liniowej
me,G/miG okredlaja parametry lokalne wokoét e. Ponadto uzupetnienie pier-
$cienia lokalnego O, g ze wzgledu na ideal maksymalny m. ¢ jest izomorficzne
Z:

kl[z1,...,z4]]
na mocy [Har06, Thm.5.5A]. Zachodzi inkluzja:

Occ = K[[z1,. .., 24]],

ktora jest okreslona przez przyporzadkowanie elementom z O, g rozwinie¢ w
szereg Taylora wokot e. Podobnie dla identycznosdci (e,e) w grupie G x G
wybieramy parametry lokalne:

Yi = X3 0 p1 Oraz z; = T; O P2

dla pierscienia O(c ) axg- Funkcje p1 i p2 sa projekcjami na pierwszy i drugi
sktadnik. Otrzymujemy inkluzje:

O(e,e),GXG — k[[yl, e 7yg7 Rlyves Zg]]
Mnozenie p: G x G — G w grupie G indukuje homomorfizm:
p ke, xg)] = B[y, - ygs 215 - 2]

Definiujemy
Fy = p* ().
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Pokazemy, ze F' = (F1,. .., Fy) okresla przemienng grupe formalng nad ciatem
k.

Niech ji,j2 : G — G x G beda takie, ze ji1(g) = (g,€) oraz ji1(g) = (e, g).
Zachodza réwnosci m o j; = idg = m o jp oraz (mo j;)* = j* om*. Ponadto
na poziomie pierécieni lokalnych:

Jie Zi = 0

i podobnie dla j; zamieniajac y; i z; rolami. Skoro z jednej strony (m o j;)* =
idg,, to:
(m Oji)* N R e G R

Z drugiej strony:
grom* x> Fi(yi,...,Yg,21...,2¢) = Fi(x1,...,24,0,...,0).

Zatem Fj(x1,...,24,0,...,0) = z;. Analogicznie dla j» dostajemy réwnosé
Fi(0,...,0,21,...,24) = x4, a stad wynika juz wlasnos¢ (i) z definicji grupy
formalne;j.

Rozwazmy teraz dwa nastepujace odwzorowania:

9

o { GxGxG — GxG = G
L @) o (uley)z) = pluley),2)

9

GxGxG — GxG — G
@2 :

{ (z,y,2) = (z,0(y,2)) = pz uly,2))
ktore sa rowne &1 = @9 na mocy lacznosci mnozenia p w G. Biorac mapy sto-
warzyszone na poziomie piergcieni lokalnych wokét identycznosci dostaniemy
rownosci F(X,F(Y,Z) = F(F(X,Y), Z).

Ponadto morfizm inv : G — G postaci inv(g) = g~
pseudodiagonalne A : G — G x G okreslone wzorem A(g) = (g,inv(g)) daja
nam zlozenie:

L oraz odwzorowanie

@;{G A Gxe o e |
g = (g,inv(g)) — plg,inv(g)) =e

Tak okreslone ztozenie daje nam rownosé¢ F'(X,i(X)) = 0, gdzie i(X) pochodzi
od inv* : k[[z1,...,z4]] = E[[z1,...,24]]. Analogiczna rownosé F(i(X),X) =
0 wynika z zastosowania A'(g) = (inv(g), g). Ponadto z konstrukcji wynika,
ze 1(X) nie ma wyrazow wolnych. Jedynosé jest formalng wlasnoscia. Gdyby
istnialy dwie funkcje i(X) i j(X) spelniajace wtasnos¢ (iii), to:

i(X) = F(F(X,j(X)),i(X))
= F(j(X), F(X,i(X)))

F(F(j(X), X),i(X))
7(X).

Jesli ponadto grupa G jest przemienna, to na mocy u(x,y) = u(y, ) tatwo
wynika, ze FI(X,Y) = F(Y, X).

Przyktadowo mozemy stowarzyszy¢ z grupa addytywna G, grupe formalng
Fg,(X,Y) = X+Y. Dla grupy multiplikatywnej G, otrzymujemy Fg,  (X,Y) =
X 4+Y 4+ XY. Obie grupy formalne s3 jednowymiarowe i przemienne, co wy-
nika z przemiennoéci dziatania grupowego. Pomimo nieprzemiennogci grupy
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GL(n) dla n > 2 dostajemy przemienna grupe formalna zadana funkcjami
Fiy(X,Y) = X5 + Yy + > 1 XirYoy

Dalszym celem naszych rozwazan beda grupy formalne stowarzyszone z
rozmaitosciami abelowymi.

Definicja 2.2.16 (Homomorfizm grup formalnych). Niech F' = (Fy,..., Fy)
oraz G = (G1,...,Gp) okreslaja dwie grupy formalne nad pewnym pierscie-
niem R wymiaru, odpowiednio g i h. Homomorfizmem grup formalnych F
do G nad R nazywamy taki wektor f = (f1,..., fn), gdzie f; € R[[z1,...,z4]]
(bez wyrazow statych), ktory spelnia wlasnosé:

G(f(X), f(Y)) = fF(F(X,Y)).

Jedli istnieje ponadto f/ = (f{, . .,f;]), gdzie f; nie maja wyrazow statych

oraz:
’ /

FX) = (X)) = X,

to f nazywamy izomorfizmem grup formalnych.
Zauwazmy ponadto, ze f’ musi by¢ homomorfizmem grup formalnych:

F(f(X), £ (V) = f(f(F(F(X), £ () = FGUS X)), (V) = F(GX,Y)).

Lemat 2.2.17. Niech f = (f1,...,fn) € R|[x1,...,2,]]" bedzie wektorem
szeregéw formalnych takim, Ze:

n
fi= Z fijzj + (wyrazy stopnia > 2).
j=1

Wyznacznik det(fi;) € R* jest odwracalny w R wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
jedyny wektor g € R[[x1,...,x,]]" bez wyrazéw statych taki,ze:

Dowdd. Jesli zachodzi réwnos¢ f(g(X)) = g(f(X)) = X, to istnieje macierz
A = (9ij) € Mpn(R) pochodzaca od czesci liniowych szeregow gy taka, ze
A-(fij) = 1= (fij)A, gdzie I jest macierza identycznosciowa. Stad wynika, ze
(fw) jest odwracalna i det(fij) c R*.

Jesli z kolei det(fi;) € R*, to konstruujemy szeregi g; indukcyjnie. Niech

g = (¢, ..., gV) bedzie taki, ze

n
1
g =" gy
j=1

i(gij) = (fij)_l. Okreslmy rodzine ideatéow:

generowanych przez wszystkie jednomiany stopnia j. W ten sposéb otrzymu-
jemy uktad kongruencji:

g(l)(f(xl, cesy)) = (21, ..., xy) (mod Ig).
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Zalozmy teraz, ze mamy skonstruowane ¢("™) spetniajace kongruencje

g™ (f(z)) = x(mod Iny1),

gdzie © = (x1,...,x,). Niech h(z) bedzie uporzadkowana n-tka wielomianow
jednorodnych stopnia m + 1 spetniajacych

g™ (f(2)) — @ = h(z)(mod I a).

Kladac r(x) = h((gsj)x) (gdzie z traktujemy jako wektor kolumnowy, ktory
mnozymy przez macierz (g;j)) mozemy wziac

9"V (@) = g (@) - r(2).

Wowczas zachodzi:
9"V (f (@) = w(mod Inya).
Stad dostajemy wektor g = (g1,...,gn), gdzie g = ¢ (mod I;11) spelniajacy:

g(f(X)) = X.

Z konstrukcji wynika, ze g jest jedyne takie, ktore spetnia relacje g(f(X)) = X.
Analogicznie konstruujemy ¢’ takie, ze f(¢'(X)) = X. Wowczas:

9(X) = g(f(¢'(X))) = (g0 £)(¢'(X)) = ¢'(X).
O

Interesuje nas teraz, kiedy homomorfizm mnozenia przez [m] okreslony
nastepujaco:

[—1(X) =i(X), [0](X) =0, [1J(X)=X,
[m](X) = F(X, [m - 1)(X)), [m](X) = F(@(X),[m+1](X))

jest izomorfizmem nad R przemiennej grupy formalnej F. bLatwo sprawdzi¢
z definicji, ze [m](x1,...,2y) = m(x1 + ... + xy) + ... 1 z kryterium z Le-
matu 2.2.17 jest on izomorfizmem F w siebie wtedy i tylko wtedy, gdy m jest
odwracalne w R.

Zauwazmy teraz, ze jezeli mamy rozmaito$¢ abelows A nad ciatem liczbo-
wym K oraz norme v € MY, to inkluzja K C K, pozwala nam rozszerzy¢ A do
rozmaitosci nad K, i wowczas A(K) C A(K,). Ponadto pierscien liczb catko-
witych w Og C O, oraz Frac(O,) = K, i O, jest zupelny ze wzgledu na topo-
logie proskoriczona pochodzaca od jedynego ideatlu maksymalnego M, C O,.
Ciato reszt k = O, /M, ma dodatnig charakterystyke i jesli rozmaitos¢ abelowa
A/ K, ma dobra redukcje w v, to schemat nad Spec(Q,), do ktoérego przedtuza
sie A ma nad jedynym punktem domknietym (odpowiadajacym M, ) wtékno,
ktore jest rozmaitoscia abelowa A nad cialem reszt k. Z wlasnosci dobrej re-
dukeji wynika ponadto, ze morfizm dodawania p: A x A — A redukuje sie do
morfizmu /i : A x A — A. Ponadto zachodzi nastepujacy lemat.

Lemat 2.2.18. Niech R = O, i M = M, oraz A i A bedg zdefiniowane jak
wyzej. Istniejg parametry lokalne x1,. .., x4 wokdt identycznosci e w A, ktore
redukujq sie¢ do parametrow lokalnych Z1,...,T, w € na A. Grupa formalna
stowarzyszona z A ma sktadowe F; € R[[X1,..., Xy, Y1,..., Y]]
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Dowdd. Redukcja grupy formalnej F' = (Fy, ..., Fy) do grupy formalnej wokot
€ przy zachowaniu wyzej wskazanych parametréow lokalnych daje teze (patrz
[HS00, Lemma C.2.4]). O

Rozwazanie grupy formalnej F' o wspoétczynnikach w pierdcieniu lokalnym
i zupelnym R ma te zalete, ze pozwala zdefiniowaé¢ "prawdziwa” grupe, tj.
okregli¢ strukture grupowsa na zbiorze punktow F(M), gdzie M jest ideatem
maksymalnym w R. Zbieznos$¢ szeregéw po podstawieniu elementéw z M be-
dzie wynikaé¢ z definicji topologii M-adycznej na R, tj. lim, yoo 2, = ¢ € R
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego k istnieje ny takie, ze dla n > ng
z —x, € MF.

Definicja 2.2.19 (Grupa stowarzyszona z grupa formalna). Niech F' bedzie
przemienng grupa formalng wymiaru g okreslona nad zupelnym pierscieniem
lokalnym R z ideatem maksymalnym M. Grupa stowarzyszona z F nad
R i oznaczana przez F(M) nazywamy zbior MY wektorow wyposazonych w
prawo dodawania:
+r: MIx M — MY,
X+rY =F(X,Y).

Poprawnos¢ okreslenia tego dziatania oraz jego wtasnosci grupowe wynikaja z
definicji grupy formalnej oraz wspomnianych wtasnosci topologii M-adycznej.

W szczegolnodei zachodzi wlasnosc.

Stwierdzenie 2.2.20. Niech R i M bedg okreslone jak wyzej i niech ciato reszt
k = R/M ma charakterystyke réwng p > 0. Niech F' bedzie przemienng grupg
formalng nad R. Wéwczas grupa punktow l-torsyjnych w F(M) jest trywialna
oileptl.

Dowdd. Jesliptl,tol € R*i[l] jest izomorfizmem grupy formalnej F' w siebie,
a zatem jest automorfizmem grupy F(M). Stad jadro [I] : F(M) — F(M)
jest trywialne. O

Specjalizujemy teraz sytuacje do przypadku, gdy mamy danag norme v €
M?{ dla ciata liczbowego K i otrzymujemy uzupetnienie K, /Q),, skoniczone roz-
szerzenie ciata liczb p-adycznych dla pewnego p. Otrzymujemy zupelny pier-
dcient lokalny R, = {z € K, : |z|, > 0} i M, = {z € K, : |z|, > 0} oraz
ciato reszt k(v) = R,/M,. Rozszerzamy dla rozmaitosci abelowej A/K cialto
definicji i otrzymujemy A/K,. Wowczas jesli v jest miejscem dobrej redukeji,
to istnieje gtadki i whasciwy schemat A — Spec(R,), ktory jest jednoczesnie
modelem Nérona dla A/K, (patrz [BLR90, 10.3.9]). Wlasnos¢ uniwersalnosci
modelu Nérona pozwala przedtuzyé¢ dowolny punkt Spec(K,) — A do punktu
Spec(Ry,) — A w jedyny sposob. Zamiana bazy Spec(k(v)) — Spec(R,) (dla
rownan afinicznych oznaczajaca redukcje 'modulo’ M, ) da nam pewien punkt
Spec(k(v)) = A, = A. W ten sposob otrzymalismy odwzorowanie redukcji.

Definicja 2.2.21 (Homomorfizm redukcji). Niech dana bedzie rozmaitosé
abelowa A nad ciatem liczbowym K oraz norma v € M?{. Homomorfizmem
redukcji nazywamy odwzorowanie:

red : A(K,) = Mor(Spec(K,), A) — Mor(Spec(k(v)), A) = A(k(v)),

ktére na mocy powyzszej dyskusji jest poprawnie okreslone.
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Twierdzenie 2.2.22 ([HS00, Thm.C.2.6]). Jaedro
A1 (K,) := ker{red : A(K,) — A(k(v))}

jest izomorficzne z F(My), gdzie F jest przemienng grupg formalng nad R,
stowarzyszong z A.

Dowdd. Pokazemy, ze istnieja dwa odwzorowania ¢ : F(M,) — Aj(K,) i
v A1(Ky) = F(M,) wzajemnie odwrotne i takie, ze ¢ jest homomorfizmem
grup addytywnych. Wéwczas:

(g +h) =Y(@(9) + (b () = (o(W(g) + ¥ (h)))
=(g) + ¥ (h).

Zatem v rowniez jest homomorfizmem i oba sa w konsekwencji izomorfizmaini.
Wybierzmy teraz parametry lokalne z1,...,x, wokol identycznosci e w A

(spelniajace warunki Lematu 2.2.18). Istnieje takie otoczenie afiniczne otwarte

U = Spec(Ky[x1,...,xp]/I), gdzie I ideal zadajacy relacje. Elementy xg41, ..., 2y

mozemy wyrazi¢ przez szeregi potegowe:

zj = fi(z1,...,29) € Ry[[x1,...,24]].
Redukcja modulo M,, da nam:
5?]' = f}(‘%lv e 7139)7

gdzie f; € k(v)[[1,...,%,]] oraz Z1, ..., ¥, sa parametrami lokalnymi wokot é
w A. Woéwcezas odwzorowanie:

¢:(X1,...,Xg) — (Xl,...,Xg,fg+1(X1,...,Xg),...,fn(Xl,...,Xg))

jest odwzorowaniem réznowartosciowym (wystarczy poroéwnaé pierwszych g
wspolrzednych) oraz homomorfizmem, co wynika z zastosowania konstrukeji
grupy formalnej stowarzyszonej z rozmaitoscia A.

Odwzorowanie 1 okreslamy jako projekcje:

V(1. ,20) = (21, ..., ).

Jedli(x1,...,20) =V(y1, -, yn), tox; = y; dlal < i < gizdefinicji A1 (K,)

wynika, ze (z1,...,2y), (Y1,...,yn) € U, a stad z1,...,2, s3 parametrami
lokalnymi i z; = fj(x1,...,24) dla g +1 < j < n i podobnie dla y;. Zatem
zachodzi rownosé (z1,...,xn) = (Y1, .- ., Yn), czyli ¥ jest réznowartosciowa, co
koriczy dowod twierdzenia. O

Twierdzenie 2.2.23. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq zdefiniowang nad
ciatem liczbowym K i niech v bedzie skoriczonym miejscem K, w ktérym A
ma dobrg redukcje. Ciato reszt kwv ma charakterystyke p, a wtokno specjalne
oznaczamy A. Wtedy dla kazdego m > 1 takiego, e p nie dzieli m odwzorowanie
redukcyi:

A[m](K) — A(k)
jest injekcjq.
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Dowdd. Niech K bedzie ciatem liczbowym i v € M?( miejscem dobrej redukcji
dla A. Inkluzja A(K) C A(K,) pociaga A[m|(K) C A[m](K,). Cialo reszt
k(v) ma charakterystyke p t m. Wowczas jesli P € Alm|(K), to P nie nalezy
do A;(K,) na mocy Twierdzenia 2.2.22 i Stwierdzenia 2.2.20. Istnieje zatem
naturalna inkluzja:

Alm|(K) = A[m](Ky) < A(k(v)).

Teoria Kummera i rozszerzenia nierozgalezione

W tym rozdziale dokoriczymy dowdd “stabego” twierdzenia Mordella-Weila ko-

rzystajac z teorii rozszerzen nierozgatezionych. Pokazemy, ze roszerzenie L/K

postaci L = K({[m]~!(z) : # € A(K)}) jest Galois i skoriczonego stopnia.
Przyjmujemy ponadto konwencje, ze zbiér waluacji S zawsze zawiera MgF.

Definicja 2.2.24 (Rozszerzenie nierozgaltezione). Niech dane bedzie skori-
czone rozszerzenie cial L/K rozdzielcze oraz waluacja w € Mg, ktora po
ograniczeniu do K jest rowna v. Rozszerzenie L/K nazywamy nierozgale-
zionym w waluacji w jezeli rozszerzenie cial reszt k(v)/k(w) jest rozdzielcze
oraz zachodzi réwnosé

[Ly : Ky] = [k(w) : k(v)].

Jesli dane jest rozszerzenie Galois cial liczbowych L/K oraz rozszerzenie
waluacji wlv, w € M? i v € MY, to mozna pokaza¢ ([BG06, B.2.19]), ze
rozszerzenie uzupehieri L, /K, jest Galois, podobnie ciato reszt k(w)/k(v)
oraz istnieje surjektywny homomorfizm

e : Gal(Ly/K,) — Gal(k(w)/k(v)).

Ponadto podgrupa D C Gal(L/K) elementéw spelniajacych o(w) = w
nazywa sie grupa dekompozycji w nad v i jest ona izomorficzna z grupa
Gal(L,/K,). Jadro wyzej zdefiniowanego homomorfizmy € nazywamy grupa
inercji i przez powyzsze utozsamienia mozemy identyfikowaé ja z pewna pod-
grupa w Gal(L/K).

W szczegolnosci rozszerzenie cial liczbowych L/ K jest nierozgatezione dla
wlv wtedy 1 tylko wtedy, gdy grupa inercji dla w|v jest trywialna.

Ztozenie wszystkich skoniczonych rozszerzeri ciata K nierozgalezionych w
v (zawartych w K) nazywaé¢ bedziemy maksymalnym nierozgalezionym roz-
szerzeniem K w v. Kazde podrozszerzenie maksymalnego nierozgalezionego
rozszerzenia K nazywaé bedziemy nierozgatezionym w v.

Twierdzenie 2.2.25. Niech m > 1 bedzie liczbg catkowitq i niech S zawiera
zbior miejsc, w ktérych A ma 2tq redukcje oraz takich, ktére dzielg m. Wowczas
dla wszystkich x € A(K) orazy takich, ze [m](y) = = rozszerzenie K (y)/K (x)
jest mierozgatezione poza S. Ponadto L = K({[m|™Y(z) : * € A(K)}) jest
nierozqatezione poza S.
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Dowdd. Wybierzmy punkt y € A(K) taki, ze [m](y) = = i niech K’ = K(y).
Niech ponadto v jest miejscem skoniczonym spoza S i w niech bedzie dowolnym
jego rozszerzeniem do K'. Rozwazmy odwzorowanie redukcji:

/

A(K') = Ay(k(w)).

Jesli o € Gal(K'/K) nalezy do grupy dekompozycji w, to otrzymamy przez
redukeje automorfizm & € Gal(k(w)' /k(v)). Ponadto o nalezy do grupy inercji
dla w wtedy i tylko wtedy, gdy 6 = 1. Przypuéémy zatem, ze o nalezy do
grupy inercji dla w. Wowczas & dziala trywialnie na A, (k(w)) i 6(§) = 3.
Zachodzi zatem nastepujacy ciag réwnosci:

—_—~—

tox)=0(y)—y=56(F) —5=0

7 definicji t. Z poprzedniego twierdzenia wiemy, ze m-torsja A(K") odwzoro-
wuje sie injektywnie w A, (K,), ale z tego wynika, ze:

t(o,x) =0.

W takim razie o dziala trywialnie na K’, bo o(y) = y, czyli 0 = 1. Zatem
grupa inercji dla w jest trywialna, czyli rozszerzenie K'/K jest nierozgalezione
w v. Z dowolnosci wyboru v i w dostajemy, ze K’ = K(y) jest nierozgalezione
we wszystkich miejscach poza S. O

Lemat 2.2.26. Niech ciato k zawiera pierwiastek pierwotny z jedynki stopnia
m. Dla o € k* definiujemy ciato K := k( ¥/«) i wybieramy miejsce v w k nie
dzielgce m. Wowczas Kk jest nierozgatezione w v witedy i tylko wtedy, gdy
ordy () = 0(mod m).

Dowdd. Wprowadzmy upraszczajace oznaczenie w = /. Wyrdznik elementu
w wynosi m™a™ 1. Zatem wyroznik ciata K/k dzieli m™a™"!. Poniewaz
ordy(m) = 0 z zalozenia, wiec jesli ord,(a) = 0, to K/k jest nierozgale-
zione w v. Rozwazmy teraz przypadek ord,(a) > 0. Z jednej strony jesli
ord,(a) = 0(mod m), to istnieje ¢ € N takie, ze ord,(a) = mt. Wybierzmy
uniformizator m dla v (tzn. ord,(7) = 1). Wéwczas element 8 = ar™™ ma
ord,(8) = 01 K = k(®/a) = k(%/B) 1 z powyzszego warunku K/k jest nie-
rozgalezione w v. W druga strone dowéd przeprowadzmy przez kontrapozycje.
Zatozmy, ze ord,(a) # O(mod m). Niech r = ord,(«) oraz p niech bedzie
ideatem pierwszym w Oj odpowiadajacym miejscu v. Wowczas:

aQyp = pTQl

dla pewnego ideatu 2 wzglednie pierwszego z p. Ideal p roztada sie w Ok na
iloczyn poteg ideatow pierwszych pOpx = Bf' - - - BE. Wowczas:

0O = B - B

jest rozktadem (), gdzie ideal A jest wzglednie pierwszy z B;“. Skoro o =
w™, to m|re; dla wszystkich 1 < i <'s. Ale z zalozenia m 1 r, wiec e; > 2, czyli
K /K jest rozgatezione w v. O
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Whniosek 2.2.27. Niech k bedzie ciatem liczbowym @ py, C k oraz S zawiera
wszystkie miejsca dzielgce m i takie, ze pierscient Oy g liczb S-catkowitych w k
jest dziedzing ideatow gtéwnych. Niech K bedzie maksymalnym abelowym roz-
szerzeniem k o wyktadniku m, ktdre jest nierozgatezione we wszystkich miej-
scach v ¢ S. Wtedy:

o K = k((@kﬁ)%):(eiaio powstate przez dotgczenie wszystkich pierwiast-
kow stopnia m z elementéw Oy o).

o (Chato K jest skoriczonym rozszerzeniem Galois ciata k 1
Gal(K/k) = (Z/mZ)*+7),
gdzie r(S) jest rangg grupy jednosci O 4.

Dowdd. Niech K’ = k‘((@]as)%). Poniewaz dla dowolnego v ¢ S ord,( ¥/a) =
0dla a € ka-,s (co wynika z definicji ka,s)a wiec na podstawie poprzedniego
lematu K’ C K. Z teorii Kummera wiemy, ze K jest zlozeniem rozszerzen po-
staci k( %/« 1 z poprzedniego lematu mozemy przyjac, ze ord,(«) = 0(mod m)
dla wszystkich v ¢ S (ord,(a) = mr, dla pewnego ), a ponadto « jest liczba
algebraiczna catkowita. Niech v ¢ S i p, bedzie ideatem pierwszym odpowia-
dajacym v w Oy 5. Wowczas ideat

11w

vgS
jest ideatem glownym o generatorze 3 (poniewaz Oy g jest dziedzina ideatow
gltownych z zalozenia). Element o/ = o~ nalezy do Oy g i ord,(¢/) = 0 dla
wszystkich v ¢ S'1 o € Opg. Zatem k( /o) C K’ i zlozenie K rozszerzen
k( t/a) rowniez zawiera si¢ w K'. Wowczas odwzorowanie dwuliniowe:

¢ : Gal(K/k) x O s /(OF )™ = tim
jest niezdegenerowanym odwzorowaniem dwuliniowym. Zatem:
Gal(K/k) — Hom(Oy s/(O; g)™ s bm)

jest grupa skoriczona na mocy twierdzenia Dirichleta o S-jednosciach. Ponadto
Hom(OF ¢/(OF )™, tim) = OF o/ (O} )™ 1 skoro obie grupy w dziedzine ¢ sa
skoriczone, to

Gal(K/k) = OF 4 /(OF )™
0

Uwaga 2.2.28. Skoro grupa klas pierscienia Oy g jest skonczona, to powigk-
szajac S o skoriczong liczbe miejsc v odpowiadajacych klasom reprezentantdw
idealow pierwszych w grupie klas Oy, g zawsze mozemy uzyskac takie skoriczone
S, ze Oy,s bedzie dziedzina idealéw gtéwnych.

Dowdd Twierdzenia 2.2.3. Ciatlo L = K({[m]™}(z) : * € A(K)}) jest roz-
szerzeniem Galois ciala K 1 na mocy Twierdzenia 2.2.25 jest nierozgalezione.
Ponadto grupa Gal(L/K) ma wyktadnik m i jest abelowa na mocy Twierdze-
nia 2.2.7. Zatem na mocy Wniosku 2.2.27 rozszerzenie L jest skoticzone i dalej
Twierdzenie 2.2.7 pociaga, ze grupa A(K)/mA(K) jest skoniczona. O
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2.3 Twierdzenie Mordella-Weila nad cialami
skoniczenie generowanymi

Celem tego paragrafu jest szkicowe opisanie metody dowodu uogélnienia twier-
dzenia Mordella-Weila, ktore pochodzi z pracy [Kah09]. Niech K bedzie ciatem
skoniczenie generowanym nad swoim ciatem pierwszym. Woéwczas grupa punk-
tow K-wymiernych rozmaitosci abelowej A/K jest skonczenie generowana. W
rzeczywistosdci udowodnimy nieco silniejsze stwierdzenie. Do jego sformutowa-
nia potrzebujemy dodatkowe definicje.

Definicja 2.3.1 (Rozszerzenia liniowo niezalezne). Niech E, F beda rozsze-
rzeniami ciata K. Wowczas E, F' sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy,
gdy dowolne elementy z1,...,z, € E liniowo niezalezne nad K sa liniowo nie-
zalezne nad F oraz, gdy dowolne elementy zi,...,x, € F' liniowo niezalezne
nad K sg liniowo niezalezne nad FE.

Definicja 2.3.2 (Rozszerzenie regularne cial). Rozszerzenie cial L/K jest
regularne jesli domkniecie algebraiczne K ciata K jest liniowo niezalezne od
L nad ciatem K.

Whniosek 2.3.3. Rozszerzenie K/F skoniczenie generowane nad swoim ciatem
pierwszym F jest reqularne.

Twierdzenie 2.3.4 (|[Con06, Thm.6.2|). Niech A/K bedzie rozmaitoscig abe-
lowg i K[k rozszerzeniem reqularnym cial. Istnieje para (Ao, o), gdzie Ay jest
rozmaitosciqg abelowq nad k, a odwzorowanie 1y jest morfizmem rozmaitosci
abelowych nad K :

71 Ao X spec(k) Spec(K) — A

o nastepujgcej wltasnosci: jesli dana jest para (B, f): B - rozmaito$é abelowa
nad k 1 morfizm rozmaitosci abelowych nad K :

f :l?K'—+ fL

to istnieje jedyny morfizm f* : B — Ay rozmaitosci abelowych nad k spetnia-

Jacy:
o ff=f.

Definicja 2.3.5 (K/k-slad). Pare (A, 79) okreslona w poprzednim twierdze-
niu nazywamy K/k $ladem rozmaitosci A i oznaczamy (Trg i (A), 7).

Zachodzi zatem nastepujace uogoélnienie Twierdzenia 2.2.1.

Twierdzenie 2.3.6 ([LN59]). Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq nad ciatem
K, ktdre jest rozszerzeniem reqularnym ciata k. Wowczas grupa A(K)/7(Trg ;) (k)
jest skoniczenie generowana.

Wnhniosek 2.3.7 (Twierdzenie Mordella-Weila dla cial skoniczenie generowa-
nych). Niech A/ K bedzie rozmaitoscig abelowg nad ciatem K skoriczenie gene-
rowanym nad swoim ciatem pierwszym. Wowczas grupa A(K) jest skoriczenie
generowang grupg abelowgq.
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Dowdd. Z definicji K = F(ty,...,t,), gdzie t; transcendentne nad F' oraz
[F: Q] < oo lub [F : Fp] < oo dla pewnej liczby pierwszej p. Rozszerzenie
K/F jest regularne i na mocy Twierdzenia 2.3.4 grupa A(K)/7(Trg/p(A))(F)
jest skoriczenie generowana. Na mocy Twierdzenia 2.2.1 grupa 7(Trg,p(A))(F)
jest skoficzenie generowana jesli F' jest ciatem liczbowym. W przypadku, gdy
F jest ciatlem skoriczonym grupa ta nawet jest skonczona. Zatem A(K) jest
grupa skorniczenie generowana. Ul

Podamy teraz wzorujac sie na [Kah09] szkic dowodu Twierdzenia 2.3.6.

Dowdd. Dla utatwienia notacji bedziemy utozsamiac obraz 7(Trg /1 (A)) z roz-
maitoscig Try /i (A).

W dowodzie uzywaé¢ bedziemy oznaczenia Pic(A) na grupe snopéw od-
wracalnych zdefiniowana w [Har06, II,Sec.6]. Podobna uwaga dotyczy grupy
NS(A). Z wasnosci sladu Trg/;(A) wystarczy udowodni¢ twierdzenie dla ciata
k algebraicznie domknietego (patrz [Con06, Lem. 7.3]). Ponadto wystarczy
udowodni¢ twierdzenie dla rozmaitosci A = Pic’(A) dualnej do rozmaitosci
A (wystarczy zauwazy¢, ze obie rozmaitodci sa izogeniczne, zatem rangi ich
grup punktow K-wymiernych sa takie same). Skoriczona generowalno$é grupy
Nérona-Severiego NS(A) (patrz [BG71, Exp. XIII, Thm.5.1|) oraz krotki ciag
doktadny (wynikajacy z Definicji 4.2.24) i réwnosé Pic®(A) = A:

0 — Pic®(A) — Pic(A) — NS(A) — 0

pociagaja, ze ﬁ(K)/TrK/k(fT)(k:) jest skonczenie generowana wtedy i tylko
wtedy, gdy grupa Pic(A)/TrK/k(fT)(k:) jest skonczenie generowana.

Ponadto dla ciala K skoriczenie generowanego nad k istnieje jego model
gladki X/k, tzn. rozmaitos¢ gladka nad k, ktorej ciato funkeji wymiernych jest
rowne K. Model X mozna wybra¢ tak, ze A przedtuza sie do schematu abelo-
wego p : A — X nad X. Wiokno A, = A i istnieje kanoniczny monomorfizm
j Ay = A, co wynika z faktu, ze Spec(k(n)) — X jest monomorfizmem i z
wlasnosci produktu rozwloknionego (por. Definicja 4.1.9).

Istnieje nastepujacy diagram przemienny:

-k

J

A4 ]

K* @xeX(l) Z PIC(X) 0

Ponadto istnieje sekcja ¥ : X — A, ktorej odpowiada identyczno$¢ na
kazdym wtoknie A,. Z definicji sekcji zachodzi réwnosé p o ¥ = idx. Niech
L € Pic(X) oraz p*(L£) = 0 € Pic(A). Wowczas funktorialnosé operacji (-)*
implikuje:

£ = (idx)"(£) = (po U)*(£) = ¥ o p"(L) = T(0) = 0.

Powyzszy diagram przemienny oraz istnienie sekcji implikuja istnienie na-
stepujacego ciggu dokladnego:

0 — Pic(X) L5 Pic(A) L5 Pic(4) — 0.
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Nastepnie nalezy zauwazyé, ze grupa cykli algebraicznie réwnowaznych
zeru AD(A) € Pic(A). Grupa AN pochodzi z ciggu doktadnego:

0— AWM (A) = Pic(A) — NS(A) — 0.

7 kolei argument [Kah09, Lm. 1.2] pokazuje, 7e j*AM(A) C TrK/k(A\)(k:). To
pociaga istnienie surjekcji:

-~

NS(A) — Pic(A)/Try/(A)(k).

Skoriczona generowalnosé grupy NS(A) implikuje teze twierdzenia. O

2.4 Grupa Selmera i Szafarewicza-Tate’a

W tym paragrafie pokazemy w jaki sposéb mozna przeformutowaé¢ Twierdzenie
2.2.1 w jezyku kohomologii Galois. Dzigki temu uzyskamy dwie grupy, ktore
pozwola nam pézniej precyzyjnie zdefiniowaé przeszkode w konstrukeji efek-
tywnego algorytmu znajdujacego generatory grupy Mordella-Weila rozmaitosci
abelowej A nad cialem liczbowym.
Niech K bedzie ustalonym cialem liczbowym oraz
G =Ga(K/K) = lim Gal(L/K
(K/K) Jim (L/K)
absolutna grupa Galois z topologia proskoriczona zadang przez granice od-
wrotng po rozszerzeniach L/K skoriczonych i Galois. Niech A[m| bedzie grupa
m-torsyjnych punktéw w A(K). Przez H' (G, Am]) bedziemy oznaczali pierw-
sza grupe kohomologii grupy G dzialajacej na module A[m)].
Odwzorowanie Kummera z Twierdzenia 2.2.7 indukuje:

t(y) : G— Alm] o0 —y7 —y,
gdzie y € A(K) oraz my € A(K). Zachodzi ponadto réwnosc:
tlod',y) = t(o’,y)” + t(o,y)

oraz jesli my = my/, to t(o,y) —t(o,y’) =07 —bdlab=y—y € A[m]|. Zatem
dostajemy dobrze okreslone odwzorowanie:

§: AK) = HYG, Alm]) : 2 = my — t(-,y),

gdzie klasa odwzorowania t(-, y) nie zalezy od wyboru y spelniajacego x = my.

Powyzsza konstrukcja daje sie uogolni¢ do przypadku dowolnej niezerowe;j
izogenii @« : A — B (patrz Definicja 4.2.19) nad K dowolnych rozmaitosci
abelowych A, B nad cialem liczbowym K (a nawet nad dowolnym ciatem
doskonatym, tj. takim, ze K5 = K5°P).

Twierdzenie 2.4.1. Niech o : A — B bedzie izogenig (niezerowq, zdefinio-
wang nad K ). Krotki ciqg doktadny grup:

0 — ker(a) = A(K) % B(K) =0
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indukuje krotki cigg doktadny:
0 — B(K)/aA(K) LN HY(G,ker(a)) & HYG, A(K))[a] — 0.

Wybieramy reprezenanta v € B(K) klasy w B(K)/aA(K) oraz y € A(K)
takie, ze a(y) = x. Wowczas:

d(z) : G — ker(a)

o(z)(0) =y” —y.

W szczegdlnosci odwzorowanie jest poprawnie okreslone (nie zalezy od wyboru
y ani reprezenanta ustalonej klasy w B(K)/aA(K)).

Dowdd. Dow6d wynika z funktorialnych wtasnosci kohomologii grup oraz ist-
nienia diugiego ciagu doktadnego dla kohomologii, patrz [Wei94, Chapter 6]
oraz [HS00, C.4]. O

Ograniczajac sie ponownie do cial liczbowych dla waluacji v € My usta-
lamy jej rozszerzenie do waluacji na K i ustalamy zanurzenie K C K,, ktére
indukuje zanurzenie grup

G, = Gal(K,/K,) C Gal(K/K)

oraz A(K) C A(K,) dla rozmaitosci A nad ciatem K. Analogicznie do Twier-
dzenia 2.4.1 dostajemy ciagi doktadne dla grup G,, ktore implikuja istnienie
diagramu przemiennego:

0 — B(K)/aA(K) LR HY(G, ker(a)) —————— HY(G, A(K))[a] —— 0

o |

0 = [Tyenry BEw)/aA(Ky) - [Toear, H (G ker(a)) = T,enr,e H(Gv, A(Ky))[e] — 0

Definicja 2.4.2 (Grupa Selmera, grupa Szafarewicza-Tate’a). Niech a: A —
B bedzie izogenig nad K (ciato liczbowe) dwoch rozmaitoscei abelowych A i B.
Grupa Selmera rozmaitosci A stowarzyszona z o nazywamy:

Sel(A/K) = (ker { H(G, ker(er)) — H' (G, A(K,))[a]} .

7Z kolei grupa Szafarewicza-Tate’a rozmaitosci A jest:
[I(A/K) := [ \ker {H'(G, A(K)) = H'(Gy, A(K,))} .
v
Powyzszy diagram przemienny oraz definicja grup Sel (@) oraz III pozwalaja
okresli¢ nastepujacy ciag doktadny:

0 — B(K)/aA(K) — Sel®(A/K) — II(A/K)[a] — 0. (2.20)
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Definicja 2.4.3 (Nierozgalteziona klasa). Niech K bedzie cialem i niech M
bedzie G e = Gal(K /K)-modulem. Niech v € MY bedzie skoficzonym
miejscem ciala K, a I, C G?/K grupg, inercji dla v. Mowimy, ze klasa £ €
HI(GF/K,M) jest nierozgaleziona w v jedli jej obciecie do H'(I,, M) jest
klasg trywialna. Ponadto grupa I, jest okreélona tylko z doktadnoscig do sprze-
zenia.

Definicja 2.4.4 (Grupa klas nierozgatezionych). Niech M bedzie G?/K—modulem,
a S niech bedzie skoniczonym zbiorem miejsc zawierajacym wszystkie miejsca
w nieskoniczonosci MpP. Wowczas:

Hy(Gge s M) = {¢ € H' (G e, M) = ¢ jest nierozgal. dla dow. v ¢ S}.

Lemat 2.4.5 ([HS00, Prop. C.4.2|). Niech M bedzie skoticzonym G i mo-
dutem oraz S bedzie skoriczonym zbiorem miejsc zawierajgcym MpS. Wowczas
grupa

jest skonczona.

Whniosek 2.4.6 ([HS00, Prop. C.4.2]). Niech o : A — B bedzie izogeniq roz-
maitosci abelowych nad K. Niech S bedzie skoriczonym zbiorem miejsc zawie-
rajgeym Mg oraz miejsca ztej redukcji dla A 1 B, a takze miejsca dzielgce
stopiens deg(a). Wowczas grupa Selmera

Sel')(A/K) C H(Gg i, ker(a))

jest skoriczona.

Przestrzenie jednorodne

Grupe Selmera oraz III mozna zintepretowad¢ w terminach geometrycznych.
Pokazemy, ze w istocie grupa H'(Gal(K/K), A(K)) jest w bijekcji ze zbiorem
klas rownowaznosci rozmaitosci A’ izomorficznych nad K z A.

Definicja 2.4.7 (Glowna przestrzen jednorodna, A-torsor). Niech A bedzie
rozmaitoscia abelowa nad cialem K. Gléwna przestrzenia jednorodna dla
A/K nazywamy rozmaitos¢ X /K z K-morfizmem:

n:X xA— X,

ktory okresla na zbiorze X (K') dziatanie przechodnie (tzn. dla dowolnych z,y €
X(K) istnieje g € A(K) takie, ze pu(r,g) = y) oraz wolne (u(z,g) = z wtedy
i tylko wtedy, gdy g = 0). Ponadto morfizm pu spelnia wtasnosci:

(i) p(x,0) =z dla wszystkich z € X (K)
(i) p(z,a+b) = u(u(z,a),b) dla a,b € A(K), z € X(K)

(iii) Odwzorowanie a +— pu(x,a) jest izomorfizmem nad K (z) dla dowolnie

ustalonego =z € X (K).
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Wtasnosci tego dziatania pozwalaja okresli¢ odwzorowanie “odejmowania”
v: XxX—A (2.21)

speliajace warunek u(y,v(z,y)) = x. Z faktu, ze odejmowanie na rozmaito-
Sci abelowej jest morfizmem oraz wlasnosci (iii) z Definicji 2.4.7 wynika, ze
odwzorowanie v jest morfizmem (patrz [HS00, C.5], [Sil86, Prop. 3.2]).

Dwie gltowne przestrzenie jednorodne (X, u) oraz (X', ') (dla rozmaitosci
abelowej A/K) sa izomorficzne nad K jesli istnieje K-izomorfizm i : X —
X', ktory jest zgodny z u, p':

I
XXA—X

iXidA‘ hz
o

X' xA— X'

Rysunek 2.1: [zomorfizm A-torsoréow

Twierdzenie 2.4.8 (|[HS00, Prop. C.5.3],[Sil86, Th. 3.6]). Istnieje bijekcja
pomiedzy zbiorem klas K-izomorfizmdw gtownych przestrzeni jednorodnych (w
sensie Rysunku 2.1) oraz grupy H*(Gal(K/K), A(K)):
® : Princ(A/K) - H (Gal(K/K), A(K)),
O [X]— [0 v(o(x),x)].

Odwzorowanie ® nie zalezy od wyboru reprezentanta klasy [X] A-torsoréw oraz

wyboru x € X (K).

Przyktad 2.4.9 (|Sil86, Example 3.7]). Niech K bedzie ciatem i char(K) # 2
oraz K(v/d)/K bedzie rozszerzeniem kwadratowym. Niech dana bedzie krzywa
eliptyczna E/K i punkt rzedu dwa 7' € E(K). Definiujemy 1-kocykl:

¢£:Gal(K/K)— E

0-{ B e

Skoro T' € E(K), to mozemy wybra¢ model Weierstrassa krzywej E postaci:
E:y? = 2% + az® + ba,

gdzie punktowi T' odpowiada punkt 2-torsyjny (0,0). Niech dana bedzie krzywa
rzutowa C' C P3, ktorej czesé afiniczna jest izomorficzna, z:

Cag @ dw® = d* — 2ad2® + (a® — 4b)2%,

a punkty w nieskoriczonosci dane sa wzorami : [0,0, 44/ “2545’, 1]. Krzywa C
jest nieosobliwa doktadnie wtedy, gdy jej cze$¢ afiniczna Cyg ma parami rdzne
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pierwiastki (wielomian zmiennej z wystepujacy po prawej stronie), co zacho-
dzi dokltadnie wtedy, gdy krzywa FE jest nieosobliwa. Istnieje odwzorowanie
biwymierne nad K (v/d):

o: E—C

a Vdy  Vd(a? - b)
oz, y) = <x2+aac+b7x2+a:c+b '

Odwzorowanie do niego odwrotne dane jest wzorem:

pt:C—E
61 (2 w) = Vdw —az? +d dw — avdz? +dVd
S = 222 ’ 223 '

Na mocy [Sil86, IT,Cor.2.4.1] odwzorowanie ¢ jest izomorfizmem, bo krzywe C
i E s3 nieosobliwe.

Na koniec nalezy pokazac, ze istotnie znaleziona krzywa odpowiada skon-
struowanemu wczesniej kocyklowi . Odwzorowanie:

p:CxE—C

u(p, P) = ¢(¢~'(p) + P)

spelnia warunki Definicji 2.4.7. Na mocy Twierdzenia 2.4.8 mozemy wybraé
dowolny punkt p € C' i wéwczas kocykl:

o v(p’,p)=0¢""(p") — ¢ (p)

jest okreslony na mocy definicji p oraz odwzorowania v okreslonego w (2.21).
Biorac na przyktad p = (0,v/d) sprawdzamy, 7e:

¢~ 1(0,—Vd) = (0,0)

¢~10,Vd) = 0.

Jesli zachodzi o(vd) = Vd, to v(p®,p) = O. W przeciwnym przypadku, gdy
o(v/d) = —V/d, to v(p°,p) = T. Zatem skonstruowany kocykl doktadnie od-
powiada kocyklowie & zdefiniowanemu na poczatku przyktadu, czyli z doktad-
noscig do izomorfizmu gléwnych przestrzeni jednorodnych C odpowiada kocy-
klowi £ w sensie bijekcji z Twierdzenia 2.4.8.

2.5 Hipoteza Bircha-Swinnertona-Dyera

W ponizszym paragrafie przedstawimy zwiazek miedzy ranga grupy A(K)
punktéw K-wymiernych na rozmaitosci abelowej A nad ciatem liczbowym a
rzedem znikania pewnej funkcji holomorficznej, ktéra "koduje” w pewnym sen-
sie informacje o arytmetyce punktéw wymiernych na rozmaitosci A. Zwigzek
ten poza nielicznymi udowodnionymi przypadkami jest wcigz przedmiotem in-
tensywnych badan.

Jako pierwsi istnienie takiego zwiazku miedzy ranga grupy E(Q) krzywej
eliptycznej E/Q oraz rzedem znikania L-funkcji L(E/Q) okreslonej ponizej
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okreslili Birch i Swinnerton-Dyer w pracy [BSD65]. Przyczynkiem do sformu-
towania hipotezy byla nastepujaca prosta obserwacja: jeéli dana jest krzywa
eliptyczna F/Q, to istnienie nieskoniczenie wielu punktéw wymiernych w E(Q)
powinno powodowaé, ze dla (prawie) dowolnie wybranej liczby pierwszej p
liczba punktow w E(}Fp) przy zatozeniu, ze krzywa E (a dokladniej rownanie
Weierstrassa ja definiujace) dobrze redukuje sie modulo p, musi by¢ relatyw-
nie duza w stosunku do liczby elementéow ciala F,. Sugeruje to rozwazenie

nastepujacej funkcji:
N
f@ = 1] =

p<x
E ma dobra
red. w p

gdzie N, = #E(F),) jest liczbg elementéw w grupie nad F,,. Obliczenia poczy-
nione w pracy [BSD65]| sugeruja, ze jesli r jest ranga grupy E(Q), to zachodzi
TOWNOSE.

Hipoteza 2.5.1 (Hipoteza Bircha-Swinnertona-Dyera, sformutowanie I).

/(@) =CeR

z—o0 log(x)"

Stata C jest pewnym nieznanym czynnikiem skalujgcym.

Co ciekawe, w pracy |[BSD65] zasugerowany jest zwiazek (formalny) miedzy
funkcja f(x) a funkcja :

o0

Ng u'
Zpp(u) = exp (Z Ef)

i=1

okreslona przez E. Artina i A. Weila. Liczba N, okresla liczbe punktow

na zredukowanej krzywej F nad ciatem [F,i. Mozna pokaza¢, ze tak okreslona
funkcja jest zbiezna w pewnym dysku analitycznym wokét v = 0. Co wiecej,
ma ona nastepujacg réwnowazng postac:

1—(Np,—p—1)u+pu?
(1= w)(1 = pu)

Podstawiajac za u = p~*, gdzie s € C otrzymamy funkcje:

CEp(8) = ZBp(p™")

i biorac iloczyn po wszystkich p dobrej redukcji dla E otrzymamy:

(g = HCEp(S) — M

Zpp(u) =

Lg(s)

Funkcja ((s) = > 07 # jest zeta Riemanna. Funkcja Lg(s) zadana jest wzo-
rem:
Lp(s) =[]+ Ny —p—1)p " +p' )1,
P
Zbieznosc tego iloczynu w ogolnosci zachodzi tylko dla Re(s) > %, a wynika to
z uzyskanego przez H. Hasse oszacowania [N, —p — 1| < 2,/p oraz z faktu, ze



ROZDZIAL 2. TWIERDZENIE MORDELLA-WEILA o6

jesli >, |bn| jest zbiezny, to [[,,(14by) jest zbiezny. Formalnie, gdyby iloczyn
mial sens dla s = 1 otrzymaliby$my:

Lg(s) = H <];jp>_l ;

p

gdzie iloczyn jest wziety po liczbach pierwszych p dobrej redukcji dla E.
Powyzsza heurystyka oraz dalsze obliczenia pozwolity postawi¢ nastepujaca
hipoteze.

Hipoteza 2.5.2 (Hipoteza Bircha-Swinnertona-Dyera, sformutowanie IT). Niech
E/Q bedzie krzywqg eliptyczng oraz niech r = ranga(E(Q)). Jesli zatozymy, ze
funkcja Lg(s) posiada przediuzenie analityczne na cate C, to wowczas:

ords—1Lp(s) = .

Mozna pokaza¢ (patrz [KMO05]), ze sformutowanie I i Il sa ze soba roéwno-
wazne.

Teraz podamy przeformulowanie powyzszej hipotezy 11 dla rozmaitosci abe-
lowych, ktore pochodzi od Tate’a.

Niech dana bedzie pewna rozmaito$¢ abelowa A wymiaru g nad ciatem
liczb wymiernych Q oraz pewna liczba pierwsza [. Ciag grup

AllF] = {P e AQ): [P = o}
definiuje system odwrotny:
Al = A1) : P — [l P,

ktorego granice odwrotna
Ti(A) = lim A[l¥]
%

nazywamy modulem Tate’a rozmaitosci abelowej A na liczbie pierwszej [.
Twierdzenie 4.2.21 implikuje, ze A[I¥] = (Z/IFZ)?9. Stad otrzymujemy izomor-
fizm:
Ti(A) = lim A[I%) = lim(Z/1FZ)%9 = 7.9
— —

Dodawanie na rozmaitosci abelowej A jest okreslone nad Q, zatem grupa Ga-
lois Gal(Q/Q) w naturalny sposéb dziata na elementach z A[l¥]. Indukuje to
naturalne dziatanie réwniez na module Tate’a. Ponadto biorac iloczyn tenso-
rowy z ®z,Q; dostajemy przestrzen liniows:

Vi(A) = Ti(A) ®z, Q.
Element o € Gal(Q/Q) dziata na ((P;);en) ® ) € V; w nastepujacy sposob:
o((P)ien ® x) = (0(F;))ien ® .

Otrzymamy w ten sposob ciagly (ze wzgledu na pro-skoriczona topologie na
Gg = Gal(Q/Q) oraz indukowang z Q; topologie na V;(A)) reprezentacje

Pl G@ — Athl(VI(A)) = GLQg(Ql).
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Krétki ciag doktadny:
1 — I, = D, — Gal(F,/F,) — 1

dla ustalonej liczby pierwszej p daje nam rozktad grupy dekompozycji (dla
ustalonego p spetniajacego pNZ = (p)):

D,={0€Gg:0(p) =p}.

Generator topologiczny grupy Gal(F,/F,) oznaczany jako Frob, dziala naste-
pujaco:
Frob, |]Fpk: a— aP.

Istnieje zatem okredlony z doktadnoscia do wyboru ideatu p i z doktadno-
$cig do elementu z I, automorfizm Frob, € Ggq, ktory przez reprezentacje p;
dziata na Vj(A)r = {v € Vi(A) : pi(¢)(v) = v dla o € I,} poprzez okreslony 7z
doktadnoscia do sprzezenia element p;(Froby,) € GLog(Qy).

Niech [ bedzie ustalona liczba pierwsza. Wielomian charakterystyczny (dla
ustalonego pierwszego p # [) elementu Frobeniusa F'rob, ma postac:

O, (z) = det (Igg = pi(Froby) [y aym a:) :

Wielomian charakterystyczny jest dobrze okreslony dla elementéw zadanych
z doktadnodcia do sprzezenia. Zatem definicja powyzej jest jednoznaczna. Co
wiecej, André Weil pokazal, ze wielomian charakterystyczny @, nie zalezy od
wyboru liczby pierwszej [ # p.

Definicja 2.5.3 (L-funkcja reprezentacji). L-funkcja stowarzyszona z roz-
maitoscia abelowa A/Q nazywamy funkcje postaci:

L(A/Q,s) = [ [(®p(r~*) "
P
Uwaga 2.5.4. Jedli rozmaitosé A ma dobrg redukcje w p, to:

29

o, (z) = [J(1 - cum),

=1

gdzie elementy a; € Q sa co do modutu réwne || = /p- To pozwala oszacowac
iloczyn L(A/Q, s):

IL(A/Q,s)| < (1;[ I _p1/12—Re(s)|>29 = <C <Re(5) - ;>>29

loczyn L(A/Q, s) jest na mocy powyzszych nieréwnosci zbiezny dla Re(s) >
i jest funkcja holomorficzna.

3
2

Hipoteza 2.5.5. L-funkcja L(A/Q,s) posiada przedtuzenie analityczne na
catq plaszczyzne C. Ponadto istnieje liczba naturalna N (tak zwany przewod-
nik), podzielna przez wszystkie liczby pierwsze ztej redukcji dla A i taka, Ze
funkcja:

A(A/Q,5) = N*2((2m) T (5))* L(A/Q, 5)
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spetnia réwnanie funkcyjne:
A(A/Q,2 — 5) = £A(A/Q, 5)
dla pewnego € € {—1,1}.

Hipoteza jest prawdziwa dla krzywych eliptycznych nad Q oraz dla pew-
nych klas rozmaitosci abelowych wyzszych wymiarow (patrz [HS00, Conj.F.4.1.5]).
Mozemy teraz sformutowaé ogélna posta¢ hipotez I i II dla rozmaitosci

abelowych nad Q.

Hipoteza 2.5.6 (Hipoteza Bircha-Swinnertona-Dyera, sformulowanie III).
Niech A/Q bedzie rozmaitosciq abelowg. Jesli L(A/Q, s) posiada przedtuzenie
analityczne do C, to:

ranga(A(Q)) = ords—1 L(A/Q, s).
Ponadto wielkosé:

L(A/Q, 5)

= I O 1yrmea(A@)

L*(A/Q,1) :=

WYraza si¢ nastepujgeym wzorem:

) III(A/Q) | Reg(A/Q
L (A/Qa 1) — QA Hcp #AEQ)/ILOT)S ’ #j(((@gtojs’

(i) Warto$é Qs = ’fA(R) nal,
okreslong w tak: sposdb, ze ma skonczong niezerowq redukcje na kazdym
wtdknie modelu Nérona dla A.

gdzie na jest forma rézniczkowq stopnia dim(A)

(ii) Liczby c, = [A(Qp) : A°(Q,)] sq rdine od jedynki tylko dla liczb p zlej
redukcyi A, ponadto AO(Qp) jest podgrupg w A(Qy) elementéw, ktére przy
redukcyi mapujq sie do sktadowej spdjnosci identycznosci modelu Nérona

A/Qp.

(115) Liczba #II(A/Q) oznacza liczbe elementow w grupie 11 okreslonej w
Definicyi 2.4.2.

(iv) Liczby #A(Q)tors @ #A(Q)tors okreslajq ilosé elementéw w grupie punk-
tow torsyjnych na rozmaitosci A i dualnej do niej rozmaitosci A.

(v) Wartosé |Reg(A/Q)| jest requlatorem stowarzyszonym z dywizorem Poin-
carégo P (patrz [HSOO Thm.7.8.4]), szerokim i symetrycznym na rozma-

itosci abelowej A x A. Doktadniej, 1stnieje wysokos¢ kanoniczna hAxA Pt

(A x A)(Q) = R i stowarzyszona z nig forma dwuliniowa (-,-)p. Czesé
beztorsyjna w A(Q) generowana jest praez punkty P,..., P, zkolei ge-
neratory czesci wolnej A(Q) sq postaci Pl, ...,P. (mzmaztoscz AiAsq
izogeniczne przez tzogenie Ap @ A — A stowarzyszonq z dowolnym sze-
rokim dywizorem D € Div(A)). Wowczas mozemy okreslié nastepujace
dwie liczby:

Regp(A/Q) = det | ((Bi, Pj)p)i<ij<r |,
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gdzie (-,-)p pochodzi od wysokosci kanonicznej BA,D oraz wielkosé

Reg(A/Q) = det | (hy 4 p(Pi, Pj)i<ij<r) | -

Zachodzi miedzy nimi zwigzek:

Regp(A/Q) = [A(Q) : \p(A(Q))]Reg(A/Q).

W szczegdlnosci widaé, ze wartosé L*(A/Q,1) zostata wybrana tak, aby
nie zalezata od wyboru szczegdlnej izogenit Ap zaleznej od szerokiego dy-
wizora D. Z definicji jesli ranga jest réwna zero, to przyjmugjemy, ze
wszystkie wyzej zdefintowane regulatory sg réwne 1.

W szczegblnodei jesli rozwazamy hipoteze IIT w przypadku, gdy rozma-
itos¢ jest krzywa eliptyczna E/Q, to E jest izomorficzna z F' i w mianowniku
wyrazenia L*(FE/Q, 1) pojawia sie kwadrat #F(Q)tors-

Twierdzenie o istnieniu przedtuzenia analitycznego (jednoznacznego) funk-
cji L(E/Q, s) (Wiles, Taylor, Conrad, Breuil, Diamond) pozwala szukaé wzo-
réw na rozwiniecie L(E/Q, s) w pewien szereg wokot 1. Z jednej strony mamy
wzér dla Re(s) > 3:

1
E/Qa Z H 1— app~ p];i 1— app—s +p1—25 '

Ciag {an} okreslony jest przez rozwiniecie iloczynu (niech a, :=p+ 1 — Np):
w szereg Dirichleta dla Re(s) > 3. Funkcje Lg(s) i L(E/Q,s) roznig sie o
czynniki pochodzace od p | A, czynnikéw dzielacych wyrdznik krzywej (miejsc
ztej redukeji).

Zachodzi ponadto nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.5.7 (Lavrik). Niech E/Q bedzie krzywq eliptyczng. Dla do-
wolnej liczby zespolonej s € C istnieje rozwiniecie L-funkcji stowarzyszonej z

E:

o0

L(E/Q,s) = N=*/2(2)°T(s)™" - Y (an(Fu(s — 1) + eFp(1 — 5))).

n=1

Liczba naturalna N jest przewodnikiem krzywej eliptycznej okreslonym w Hi-
potezie 2.5.5. Ciag {an} okreslony jest powyzej, € jest znakiem réwnania funk-
cyjnego A(2 — s) = eA(s), natomiast funkcje F,, dane sq wzorami:

Fo(t)=T <t + 1, %) (g)m ;

[e.e]
F(z,a):/ t*~Le~tdt,
(0%
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Przyklad 2.5.8. Dana jest krzywa eliptyczna
E: y2 =23 +1

nad cialem Q. Izomorfizm (z,y) — (x — 1,y) przeksztalca ja do postaci
y? = 23 — 322 4+ 3z i stosujac metode z Twierdzenia 3.1.1 mozna udowod-
ni¢, ze ranga grupy F(Q) jest rowna zero, czyli E(Q) = E(Q)iors. Ponadto
Twierdzenie 2.2.23 implikuje, ze E(Q)iors = ((2,3)) = Z/6Z. Wyznaczamy

nastepnie wartos¢ liczb Tamagawy:

3 p=2
cp=4 2 p=3
1 wp.p

Regulator Reg(E/Q) =1 z definicji (ranga jest rowna 0).
Forma Nérona przyjmuje dla E : y?2 = 23 + 1 postaé¢ w = % Zbior E(R) =
{(z,y) € R? : y?> = 23 + 1} ma jedng sktadowsa, po ktorej catkujemy forme w:

0 / / A, / R 4.206546315976
E= w= _— — ~ 4. .
E(R) o —2Vad +1 —1 2Va3 +1
Obliczenie wartosci L(F, 1) za pomoca formuly Lavrika pozwala nam wy-
znaczy¢ hipotetyczny rzad grupy HI(E/Q) = 1:

L(E,1) ~ 0.701091052662727

LB VEQ,,
#Sha(B/Q) = o Rea(B/Q)]

Wynik ten jest istotnym wzmocnieniem Twierdzenia 2.4.6 zastosowanego
do krotkiego ciagu doktadnego 2.20, gdzie pokazalismy tylko, ze czesé III(E/Q)[«]
nalezaca do jadra pewnej izogenii « : E — E’ jest skoniczenie generowana. Co
wiecej wyniki Casselsa i Tate’a sugeruja, ze nie tylko III(E/Q) jest skoriczone,
ale rowniez rzad grupy jest zawsze kwadratem liczby catkowitej (poza 2-torsja).

Odnotujmy jeszcze dwa interesujace szczegélne przypadki, gdy hipoteza
Bircha-Swinnertona-Dyera jest prawdziwa lub, gdy potrafimy efektywnie obli-
czy¢ wartosc L-funkcji w jedynce.
Twierdzenie 2.5.9 (Tunell). Niech E, : y*> = 2% — n%x bedzie krzywa elip-
tyczng nad Q dla ustalonego n € Z, wolnego od kwadratéw. Wowczas:
(r — 25)%af

16y/n

1 2¢n
12 2|n

L(En/@y 1) =

gdzie

oraz

#{(x,y,2) € 2% | 2® + 2ay® + 82% = n},
#{ z,Y, Z) € ZS | xz + 2ay2 + 322’2 = n}7
o

3 —z

r
S

Q ~ 2.6220575543.

1
—
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Twierdzenie 2.5.10 (Kolyvagin, 1990). Niech E/Q bedzie krzywqg eliptyczng.
Woéwczas jesli
ords—1 L(E/Q, s) <1,

to zachodzi rownosé

ranga(E(Q)) = ords—1L(E/Q, s).



Przyktady obliczania rang

W tym rozdziale przedstawimy przyktady obliczania rangi grupy Mordella-
Weila rozmaitogci abelowych i ich rodzin, ktére okreslone sa nad ciatami licz-
bowymi. Czes¢ opisanych tutaj wynikow pochodzi z pracy [Nas10]

3.1 Spadek metoda 2-izogenii

Bazujac na obliczeniach przeprowadzonych w Przyktadzie 2.4.9 pokazemy jak
efektywnie obliczy¢ grupe Selmera S(9), gdzie ¢ : E — E’ jest izogenia stopnia
2 dla krzywych eliptycznych E, E' nad cialem K:
E:y* =23+ a2 + bz
E:Y?=X?—-2aX?+ (a® — 4b)X.
Morfizm ¢ dany jest wzorem:

IR

x2’ 22

o(z,y) = (

Ponadto istnieje morfizm & : B/ — E:

~ Y? Y ((a® —4b) — X?
‘/)(X’Y):(m’ (a2 4t >>7

ktory spelnia relacje ¢ o 5 = [2] oraz ngbo ¢ = [2], dajac mnozenie przez 2 na
krzywej E i E’, odpowiednio. Sprawdzamy bezposrednio, ze E[¢] = ker ¢ =
{0,(0,0)} i podobnie dla ¢ i E'.

Dla ustalonego zbioru waluacji S definiujemy grupe K(S,2) C K*/K*?
sktadajaca sie z elementéw b, dla ktorych 2|ord,(b) dla wszystkich v ¢ S.

Twierdzenie 3.1.1 ([Sil86, Prop.4.9]). Zatézmy, ze zdefiniowane powyzej krzywe
E oraz E' sq okreslone nad ciatem doskonalym K. Niech S=Mp U {|- |, :
p|(2b(a® — 4b))} bedzie zbiorem waluacji w nieskoriczonosci oraz waluacji dys-
kretnych pochodzqcych od ideatow pierwszych w Ok dzielgeych wyréznik A(E) =
16b%(a? — 4b). Wowczas mamy krétki cigg doktadny:

0— E'(K)/¢(E(K)) > K(S,2) S Princ(E/K)[4), (3.1)

62
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gdzie:
1 =0
§(P)=< a®>—4b P =(0,0) ,
X P=(X,Y)#0,(0,0)

gdzie [Cyq] jest klasq réwnowaznosci K-izomorficznych E-torsoréw oraz:
Cap : dw? = d* — 2ad2? + (a® — 4b)2*.
Wowczas:
SONE/K) = {dec K(S,2) : Caup(K,) # 0 dla wszystkich v ¢ S}.

Ponadto odwzorowanie:

¢ : Cdﬁﬁ — E/
d —dw
Y(z,w) = <227 23>

dla P € Cqop(K) spetnia warunek:
S(Y(P)) = d(mod K*?).

Dowdd. Na poczatek zauwazmy, ze dana izogenia ¢ : E — E' ma jadro E[¢] =
{0,(0,0)}, ktore mozna identyfikowa¢ z dwuelementowa grupa pierwiastkow
2 7 jednosci stopnia 2. Niech G = Gal(K/K). Wowczas:

H'(G,E[¢]) = H'(G, p2)
oraz z krétkiego ciagu doktadnego:
lo K 53K =1

obliczajac funktor kohomologii H (G, —) dostajemy dlugi ciag dokladny. Na
mocy 90. twierdzenia Hilberta (patrz [Wei94, Chapt.6]) HI(GF/K,FX) = 0.
Zatem otrzymujemy krotki ciag doktadny:

1 pp — KX 5 K* i)Hl(G?/K,,ug)—)]..

Homomorfizm taczacy 6 dany jest wzorem:

dla dowolnie wybranego y € K" takiego, ze x = y°.
Stosujac ciag dokltadny (2.20) dla ¢ : E — E’ oraz korzystajac z Wniosku

2.4.6 mamy, ze:
SO(E/K) C HY(Gr e, El6)

dla S =ML U{||y:p|(2b(a? — 4b))}. Ponadto ze wzgledu na izomorfizmy:

HY(G, Bl¢]) = H'(G, ) = K* /K
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(d € K*/K*? reprezentuje kocykl o nalezacy do grupy H(G, E[¢])),
Lemat 2.2.26 implikuje, ze d € K(S,2). Mamy zatem izomorfizm:

o(v/d)
d

HY (G - EL6)) = K (S,2).
W takim razie jesli d € K(S,2), to odpowiada mu kocykl z Przyktadu 2.4.9:

[0 ,o(d)=Vd
g(a)_{ AR b (3.2)

Kocykl ¢ na mocy Przyktadu 2.4.9 jest (w sensie Twierdzenia 2.4.8) stowarzy-
szony z przestrzenia jednorodng Cy/K:

Cy : dw® = d* — 2adz* + (a® — 4b)2*.

Zatem elementy Sel®) (E/K) odpowiadaja tym wartosciom d € K(S,2), dla
ktorych Cy(K,) # 0 dla dowolnego v € S.

Wyznaczymy teraz jawnie homomorfizm:
§: E'(K)/¢(E(K)) = H' (G, E[9]) = K* /K2,

Zgodnie z Twierdzeniem 2.4.1 mozemy wybra¢ dla ustalonego P € E'(K)

reprezentanta klasy w E'(K)/¢(E(K)); dowolne Q € E(K) takie, ze ¢(Q) =
P. Rozwazymy trzy oddzielne przypadki.
i) P=0O
Wowezas biorac @ = O mamy ¢(Q) = Pid(P)(o) =0(Q) —Q = O
reprezentuje klase trywialna, ktérej odpowiada 1 € K*/K*2.
(i) P = (0,0)
Wybieramy @ = <L V2‘12_4b,0>. Jesli vVa? —4b € K, to §(P) jest po-

nownie klasa trywialna. Jegli natomiast K(va? — 4b)/K jest rozszerze-
niem kwadratowym, to:

(Fef=2,0) = @ ,o(VaZ—4b) = Va? —4b
o(Q) = :
(F=9"=2.0) = Q+(0.0) .o(Va?— 1) = —Va? — 1

Skoro @Q + @ = O, to:

Q-Q=0 ,o(Va? —4b) = a2 — 4b
o(Q) -Q= :
Q+(0,0) —Q =(0,0) ,0(va®?—4b) = —va®—4b
Przez utozsamienie Hl(GF/K, E[¢]) = K*/K*? dostajemy, ze:

5((0,0)) = a® — 4b.
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(i) P = (X,Y) £0,(0,0)
Z rownosci ¢(z,y) = <y2 y(bsz)) = (X,Y) oraz z zalozenia = # 0 (bo

x2) 2

P # O) dostajemy punkt:
Y x? _ (X —a) +VA
Q= <£L’,b_$2>, gdz1ex—f
oraz A = (a — X)% — 4b. Jedli K(VA) = K, to §(P) =1¢€ KX/K*%. Z
kolei, gdy [K(v/A) : K] = 2, to podobnie jak w (ii):

{ @) ,J(\/K) =VA
(0,0) ,o(VA)=—-vVA ~

Skoro punkt (X,Y) € F'(K), to sz = A, a zatem:

o(Q) -Q=

A=X (mod K*?).
Otrzymujemy przyporzadkowanie 6((X,Y)) = X.

Dla zakoriczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze ciagg (3.1) jest doktadny.
Doktadnosé w miejscu K (S, 2). Jesli ¢(d) jest klasa trywialng w

H (G EI9),

to na krzywej Cy istnieje K-wymierny punkt P i woéwczas odwzorowanie v z
tezy twierdzenia daje:

S(Y(P))=d (mod K*?).
Zatem ker(c) C im(J). Na odwrot jesli:
(i) d = 6(0) =1 (mod K*?), to d = k? dla pewnego k € K> i punkt
)

(i) d = 6((0,0)) = a® — 4b (mod K*?), wtedy oba punkty w nieskonczo-
nosci [0,0, £4/ “2;“’, 1] naleza do Cy(K),

(i) d=6((X,Y)) =X (mod K*?), wowczas punkt (1, ¥) € Cy(K).

Doktadnos¢ w miejscu E'(K)/¢(E(K)) sprowadza sie do pokazania injektyw-
nosci odwzorowania 6. Jezeli zachodzi réwnog¢ §(P) = 1 (mod K*?) dla
pewnego P € E'(K), to wystarczy pokazaé, ze wowczas P € ¢(FE(K)):

(i) P = O. Skoro ¢ jest izogenia, a w szczegolnosci homomorfizmem grup,

to ¢(0) = O.

(ii) P = (0,0). Wtedy a? — 4b = k? dla pewnego k € K*. Zatem istnieje
K-wymierny niezerowy pierwiastek xo réwnania 22 + ax + b i zachodzi
rownosé ¢((xo,0)) = (0,0).

(iii) P = (X,Y) # O,(0,0). Wowczas X = k? i otrzymujemy réwnosé:

Y +k(k>—a) Y +k(k*—a)
¢< 2k ’ 2

) = (X,Y).
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O

Zanim omé6wimy konkretny przykiad, do ktérego mozna zastosowac po-
wyzsze twierdzenie, warto zauwazy¢, ze relacje ¢ o ¢ = [2] oraz ¢ o ¢ = [2]
implikuja istnienie nastepujacego ciggu doktadnego:

E(K)¢ _ E(K) § B(K) = E(K)
0— — — — = — 0. (3.3)
o(E(K)[2])  ¢o(BE(K)) 2B(K)  ¢(E'(K))
Stosujac Twierdzenie 3.1.1 do obu izogenii w pewnych przypadkach mozemy
probowaé wyznaczy¢ generatory grupy E(K)/2E(K).

Przyktad 3.1.2. Niech cialo K = Q oraz niech dane beda dwie izogeniczne
krzywe:
E:y? =23+ 1122 + 17z,
F':Y?=X3-22X? 453X,
a takze izogenie ¢ : E — E', ¢(z,y) = (y?/2?%,y(17 — 22) /2?) oraz ¢ E — E,

~

P(X,Y) = (Y?/(4X?),Y (53 — X?)/(8X?)), ktore spelniaja relacje ¢ 0 ¢ = [2]
oraz ¢ o ¢ = [2]. Wowczas zbior S okreslony w Twierdzeniu 3.1.1 jest postaci:

S = Mg U{]-l2,| 17, |- Is3},

gdzie Mg’ zawiera zwykla wartos¢ bezwzgledna na Q oraz normy | - [, sa
standardowymi normami p-adycznymi na Q (patrz Twierdzenie 2.1.1). Grupa

Q(S,2) = {+1,£2, +17, £53} zawiera podgrupy Sel®(E/Q) i Sel®(E/Q),
ktore musimy wyznaczy¢. Rozwazamy przypadki:
(1) Sel®) (E/Q) = {1,53)
Niech d = —1:

Krzywa C_1 : —w? = 1 4 2222 + 532% nie ma punktow rzeczywistych,
zatem C_1(R) = 0, co pociaga —1 ¢ Sel'® (E/Q). Ponadto tatwo spraw-
dzi¢, ze zbiory C_a(R), C_17(R), C_53(R) sa rowniez puste, a zatem

—2,-17,—53 ¢ Sel®)(E/Q).

Niech d = 2:

Krzywa Co : 2w? = 4 — 4422 4 532* nie ma punktéw w ciele 2-adycznym
@2. Jedli z ¢ ZQ, to:
ords(2w?) = 1(mod 2)

ordy(4 — 4422 + 532%) = 0(mod 2),

co jest niemozliwe. Stad 2z € Zg. Gdyby w ¢ Zg to ords(2w?) < 1 oraz
ords(2w?) > 0. Sprzecznosé. Stad mamy Cz(Q2) = C2(Zs). Dostajemy
kongruencje:

2 = 0(mod 2Z5) = 2 = 0(mod 2Z,),

z = (mod 2Zy = w = 0(mod 2Zy).

Istnieja zatem wy, 2o € Zg takie, ze w = 2wy 1 2 = 22y, co daje:

Swi =4 —44-422 +53 - 1623
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2wi =1 — 4423 + 53 - 423
0 = 1(mod 2Z3).
Sprzecznos¢ pociaga, ze 2 ¢ Sel®) (E/Q).
Niech d = 17:

Krzywa Ci7 : 17w? = 289—374224532* nie ma punktoéw w Q7. Podobnie
jak dla d = 2 pokazujemy, ze C17(Q17) = C17(Z17). Redukujac modulo
17Z17 otrzymamy z,w = 0(mod 17Z17) i biorac zp,wo € Zi7 takie, ze
w = 17wy oraz z = 17z9 po wstawieniu do réwnania i skrdceniu przez
172 dostajemy 0 = 1(mod 17Z17), a stad 17 ¢ Sel®)(E/Q).

Niech d = 53:

Krzywa Cs3 : 53w? = 532 — 2 - 11 - 5322 4 532* posiada punkt (z,w) =

(3, %) € C53(Q). Odwrzorowanie 1 z Twierdzenia 3.1.1 daje nam punkt:

" (; 694> = (477,-10176) € E'(Q).

Ostatecznie dostajemy, ze Sel® (E/Q) = E'(Q)/¢(E(Q)) = Z/2Z.

Sel@(E’/@) & {41, 4+17}. Stosujemy teraz Twierdzenie 3.1.1 do izoge-
nii ¢ : E' — E i przestrzenie jednorodne oznacza¢ bedziemy C/. Dane
jest réwniez odwzorowanie:

'l)b/ : C(/i%E7 71/]/(271‘0) = <d _dLU> °

4227 823

Niech d = —

Dany jest punkt (3, §) € C_1(R). Stad —1 € Sell® (E’/Q) oraz ¢/ (%, %) =
(—9,3) € E(Q).

Niech d = 2:

Argumentacja identyczna jak w przyktadzie dla Sel(¢)(E/Q) pociaga, ze
C(Q2) = 01 2 ¢ Sel@ (E'/Q).

Niech d = 17:

Otrzymujemy punkt (32, 1%93) € C1,(Q) oraz punkt

16 1073 153 54723

729 _ .
¢(3’ 9 ) (1024’ 32768

) € E(Q).

Niech d = 53:
Argumentacja jak dla d = 2 daje 53 ¢ Sel®) (E'/Q).
Niech d = -2, —53:

Wystarczy skorzysta¢ ze struktury grupowej w. Q(S5,2) i skoro —1 €

Sel®) (E'/Q) i 2 ¢ Sel®(E'/Q), to —2 ¢ Sel® (E’/Q). Podobnie dla
d = —53.

Otrzymujemy zatem izomorfizmy:

B(Q)/H(E'(Q)) = 86 (E/Q) = 7/27. & 7,/2Z.
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Skoro E'(Q)[d] = {0, (0,0)} oraz $(E(Q)[2]) = ¢({0,(0,0)}) = {O} to w
terminach abstrakcyjnych grup ciag doktadny (3.3) przyjmuje postaé:

ar—a a—0 ar—a

0> Z/2Z — 7)2Z — E(Q)/2E(Q) — Z/2Z & Z./2Z — 0.

Twierdzenie 2.2.23 pozwala nam efektywnie obliczy¢ strukture grupy E(Q)tors-
Krzywa E ma dobra redukcje dla p = 3,5 i p = 19. Ponadto:

E(F3) = ((0,0)) = /27
E(Fs) = ((2,1)) 2 Z/2Z & 7./3Z

E(Fy9) = ((12,1)) = Z/16Z.

Twierdzenie 2.2.23 pociaga:
E(Q)[3"] — E(F19) = E(Q)[3"] = 0 dla dowolnego 7 > 1,

E(Q)[5"] — E(F3) = E(Q)[5"] = 0 dla dowolnego r > 1.

Ponadto jesli 3,5 f m, to E(Q)[m] — E(F3) oraz E(Q)[m] — E(Fs) i wtedy
|E(Q)[m]| | 2. Stad dostajemy:

E(Q)tors = E(Q) {2] = {Ou (07 0)}
Otrzymujemy ostatecznie:

EQ) X Z&®7Z/2Z.

3.2 Rangi w rodzinach krzywych eliptycznych

Rodzina parametryzowana krzywa eliptyczng

W ponizszym przyktadzie rozwaza¢ bedziemy rodzine krzywych eliptycznych

Et:y2+txy:$3+tx2—:c+1

okreslonych nad ciatem liczb wymiernych Q z parametrem ¢ € Q. Przedsta-
wimy szkic dowodu nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.2.1 (|[Nasl0]). Niech dana bedzie krzywa eliptyczna nad Q
postact:

E2_y_3): 4+ W —u—3)zy =23+ W —u—-3)2*—z+1.
Istnieje nieskoriczony podzbior S C Q taki, zZe jesli u € S, to grupa Mordella-

Weila punktow wymiernych E,2_,_3) (Q) zawiera podgrupe rangi 4 rozpielq
przez punkty:

11
(0.0, (1) 1), (G 550+ 30— 32 +0)).

gdzie punkt (u,v) lezy na krzywej:

2569 + 18u — 9u? — 18u> + 9u* = 2.
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Ponadto, istnieje przeksztatcenie biwymierne ostatniej krzywej do postaci:
ye = a3 — 92835z + 1389150.

Grupa punktow Q-wymiernych tej krzywej ma range 2. Ponadto dla uy,uz € S,
uy 7 up kraywe B2y 3yt B2y, 3) nie sq ze sobq izomorficzne nad Q.

Twierdzenie podaje dolne ogranicznie na range grupy wskazanych krzywych.
Mozna jednak wskazaé przyktady, dla ktérych ranga jest istotnie wyzsza.

Przyklad 3.2.2. Dla v = 16 mozemy pokazaé korzystajac z programu mwrank
[Cre97|, ze grupa punktéw wymiernych krzywej Fagg : y? + 2392y = 23 +
23922 — x + 1 nad Q ma range 5 i rozpinaja ja punkty:

14 16661, 52 469

(07 1)7 (1? 1)7 (16’ 17)7 (_Ba ﬁ)v (871’ @

).
W celu udowodnienia Twierdzenia 3.2.1 cytujemy zasadnicze twierdzenie, na
ktérym oparta jest gléwna czesé dowodu.

Twierdzenie 3.2.3 (|Fal83|). Niech K bedzie ciatem liczbowym oraz C gtadkg
krzywg nad K, genusu g > 2. Wowczas zbior punktow K-wymiernych C(K)
jest skoniczony.

Warunek gtadkosci nie jest istotnie ograniczajacy w $wietle ponizszego twier-
dzenia.

Twierdzenie 3.2.4 ([Har06, I Cor. 6.11]). Niech C bedzie krzywq nad ciatem
K algebraicznie domknietym. Wdowczas istnieje krzywa C' gladka, biwymiernie
rownowazna z krzywg C.

W szczegolnodci, jesli C jest krzywa okreslona nad ciatem liczbowym K, to
istnieje skoriczone rozszerzenie L/K oraz okreslony nad L izomorfizm pew-
nego otwartego podzbioru w C na otwarty podzbiér C’ dla pewnej krzywej
gltadkiej C’ okreslonej nad L. Stad na mocy Twierdzenia 3.2.3 na krzywej C
(posiadajacej punkty osobliwe) zbior C'(K) jest skonczony.

Latwo mozna teraz pokaza¢, ze na krzywej E(,2_,_3) dla prawie wszystkich
(tzn. wszystkich poza skoriczona liczba) u € Q grupa Q-wymiernych punktow
dwutorsyjnych jest trywialna.

Lemat 3.2.5 ([Nas10]). Niech P = (z,y) € E(,2_,_3)(Q). Jesli 2P = O, to:

1 .
1—:(:—&-1(4(—3—u+u2)+(—3—u+u2)2)m2+x3:O.

Powyzsza krzywa jest biwymiernie réwnowazna (nad Q) z krzywq:
Y2 = —55+ 19220 — 11423 + 68z — 1527 + 4

genusu 2. W szczegdlnosci, dla prawie wszystkich u € Q mamy E(,2_,,_3)(Q)[2] =
{0}

W dowodzie wykorzystamy nastepujacy elementarny fakt.
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Lemat 3.2.6. Niech M bedzie lewym Z-modutem. Niech dany bedzie ele-
ment b € M oraz lintowo niezalezne elementy ai,...,ax € M takie, ze klasy
lai], ..., [ax] € M/2M sq liniowo niezalezne nad Fa. Jesli [b] nie nalezy do pod-
modutu ([a1],...,[ax]) generowanego przez klasy |ai],...,|ax] oraz M[2] = 0,
wdwczas byay, ..., a sq liniowo niezalezne nad Z w M.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje zaleznosé liniowa:
Bb+ ajar + ...+ agap =0,

taka, ze nie wszytkie wspotczynniki sg zerami. Bez utraty og6lnosci mozemy
zatozy¢, ze [ jest najmniejsza dodatnig liczba spetniajaca pewna nietrywialng
zaleznosc liniowa, jak wyzej. Wowcezas jesli 3 jest nieparzyste, to [8b] = [b], co
daje sprzecznos¢ z zatozeniem b ¢ ([a1],. .., [ak]).

Jesli z kolei B jest parzyste, to [b] = [0] = ai[a1] + ... + @glax], gdzie *
oznacza branie reszty modulo 2. Elementy [a;] sa liniowo niezalezne nad Fa,
stad @; = 0, czyli mozemy znalez¢ elementy 3’ oraz o spelniajace 25" = 3
oraz 2} = «; 1 wowczas zachodzi nietrywialna relacja:

/ / /
B'b =aqa; + ...+ ogay,
co przeczy minimalnosci S. O

Zauwazmy, ze 7z powyzszego lematu oraz z Lematu 3.2.5 wynika prosta
metoda sprawdzenia warunku z Twierdzenia 3.2.1 (przy uzyciu Twierdzenia
3.2.3). Dane sa punkty:

11
P = (O, 1),P2 = (1, 1),P3 = (’LL,U+ 1),P4 = (9, 5*4(9 + 3u — 3U2 +’U)>

Jesli dla krzywej E(,2_,_3) i ustalonego u € Q zachodzi E,2_, 3 (Q)[2] =
{O} (a na mocy Lematu 3.2.5 warunek ten zachodzi dla prawie wszystkich
u), to aby udowodni¢ liniows niezaleznos¢ punktow Pj, Py, P3 i Py wystarczy
pokazaé, ze:

1P + €9 Py + e3P3 + €4 Py ¢ 2E(u27u73) (@) (34:)

dla ¢; € {0,1} (bez kombinacji trywialnej ¢, =0dlai=1,...,4).
Lewa strona nalezy do E(,2_,_3)(Q) wtedy i tylko wtedy, gdy

V2569 + 18u — 9u2 — 18u3 + 9ut

jest liczba catkowita.
Niech punkt (z,y) € E,2_,,_3. Ze wzoréw na podwojenie punktu na krzy-
wej eliptycznej dostajemy:

(2P) 4 —2u+u?+2ud — u* — 8x + 222 + z*
z = .
4 — 4+ (=34 2u — u? — 2u? + ut)z? + 4a3

Warunek (3.4) dla ustalonej czworki (e, €9, €3,€4) okresla pewne réwnanie
wielomianowe (po wyrugowaniu mianownikéw i pierwiastka pochodzacego z
czwartego punktu):

f(€1’627537€4) (.T7 U) =0.
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Ponadto sprawdzenie, ze dwie krzywe F,,, E,, nie s izomorficzne nad Q
sprowadza sie do pokazania, ze maja one rézne j — niezmienniki, tzn. do
warunku:

J(Euy) # §(Eu,),
gdzie:
(48 4+ u?(4 + u)?)3

J(Bu) = — (2+u)2(92+ (-1 4+wu(d+u)(5b+u))

Dowdd Twierdzenia 3.2.1. W §wietle powyzszej dyskusji wystarczy pokazaé,
ze dla dowolnej czworki (e, €2, €3,€4) # (0,0,0,0) krzywa zadana rownaniem

fteveaiesen) (@) =0 (3.5)
ma skonczenie wiele punktéw Q-wymiernych oraz, ze réwnosé
§(Bu) = §(Buy) (3.6)

zachodzi tylko dla skoriczenie wielu par uy, us € Q.

Na mocy Twierdzenia 3.2.3 wystarczy pokazaé, ze krzywe zadane réwna-
niami (3.5) oraz (3.6) maja genus wigkszy niz 1.

Dla przyktadu (szczegoty w [Nasl0])) podajemy réwnania odpowiadajace
takim krzywym oraz podajemy ich genus:

C(0,0,0,1) : 40 — 18u + 9u” + 18u® — 9u* — 762+

1522 + 2uz? — w?2? — 2032 + uta? + 422 + 921 = 0

genus(Co,0,0,1)) =5

C1001) : 9(9u’ — 18u® — 9u® + 18u + 2569) (u'z® — 2u’z® — u’a2?
+ 2ux? + 42 — 322 — 4z + 4) — (153u’z?
+ ut — 306u3z? — 2u3 — 153u%2? — u?

+ 306ux? + 2u — 2t 4 61223 — 46122 — 604z + 608)* = 0

genus(c(l,o,o,l)) =9

Z kolei krzywa powstajaca przez wyrugowanie mianownikow w réwnaniu (3.6)
ma genus 11. Zatem specjalizujac parametr v — u?—u—3 na mocy Twierdzenia
3.2.3 nadal bedzie tylko skoriczenie wiele parametréw wymiernych spelniaja-
cych réwnanie (3.6). Jedyny przypadek, ktory nie daje krzywej genusu wyz-
szego niz jeden odpowiada czworce (1,0,0,0). Biorac rownanie odpowiadajace
tej czworce:

C1,000) 4 —2u+ w? 4+ 2ud —ut — 8z 4+ 222 + 2 =0,

tatwo dostajemy reparametryzacje réwnania do postaci Weierstrassa krzywej
eliptycznej:
359 3130
Foyl=ad+ ""ug+=——.
Yo = H0T T30 T Ty
Grupa F(Q) jest generowana przez punkt nieskonczonego rzedu:

53
2,88
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Skoro krzywe C(1,0,0,0y 1 £ sa biwymierne, to nasza metoda sugeruje, ze nalezy
odrzuci¢ nieskoriczony zbiér parametréow u w tezie twierdzenia. Nalezy jednak
wzigé pod uwage warunek:

V2569 + 18u — 9u2 — 18u3 + 9u? € Z.

Dla uproszczenia obliczen rozwazmy ponownie ogélng krzywa eliptyczna ro-
dziny F; : y? 4+ twy = 23 +tx? — 41 dla ustalonego t oraz zaloézmy, ze istnieje
punkt P € Ey(Q) taki, ze x(P) = %. Otrzymamy nastepujacy rownowazny
uktad réwnan:

% = 2596 + 36t + 9t°
0=1—4t—t> — 8z + 2z + z*. (3.7)
Pierwsze rownanie definiuje pewna (niepusta) kwadryke nad Q. Mozemy na-
pisaé jej wymierng parametryzacje:
. 2596 — f2
 6f—236

[P —12f 42596
N 2f — 12

Wstawiajac parametryzacje t do rownania (3.7) otrzymamy krzywa genusu 3.
Stosujac ponownie Twierdzenie 3.2.3 i biorac specjalizacje t — u? — u — 3 do-
stajemy, ze na krzywe]j C(1,0,0,0) jest skoniczenie wiele punktéw Q-wymiernych
przy zalozeniu, ze na krzywej eliptycznej E,2_,_3) istnieje punkt wymierny o
pierwszej wspotrzednej rownej %.

To koticzy dowod twierdzenia. O

Praktyczna metoda generowania krzywych o randze co najmniej 4 w ro-
dzinie E(,2_,_3) opiera si¢ na przeksztalceniu rownania:

Cy 1 2569 + 18u — 9u® — 18u® + Ju’ = v?
z tezy Twierdzenia 3.2.1 do skrdconej postaci Weierstrassa:
Cy @ y2 = x3 — 9283520 + 1389150.

Istnieje odwzorowanie wymierne (morfizm rozmaitosci algebraicznych na usta-
lonych podzbiorach otwartych):

(]5 : Cl — CQ
¢($0a yO) = (u7 1))7
gdzie

565605 + xo(—948 + Txg) + 26610
u =
(—1551 + 1’0)(45 + .1‘0)
—1418250637125 + 4605457500 — 917966790y + 2108340x0y0 + 9594x%y0

v =

(—1551 + 1‘0)2(45 + xo)Q

Grupa C1(Q) =2 Z% @ Z/2. Cze$¢ wolna generowana jest przez punkty P, =
(—309,756), P, = (—45,2340), a czes¢ torsyjna przez punkt T' = (15,0).
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Odwzorowanie biwymierne ¢ indukuje izomorfizm C\{(—45, 2340), (1551, 59904) }
na Cy \ {ooc, } (gdzie ococ, jest punktem w nieskonczonosci w domknieciu rzu-
towym Cy). Otrzymujemy zatem odwzorowanie:

v:{0,1} xZ* - Q

v (o, B1, B2) = u(aT + B1 Py + BaP).

7 Twierdzenia 3.2.1 wynika, ze poza skoriczong liczba elementéw w obrazie
Im(v) grupa E(,2_,—3)(Q) ma range co najmniej 4 dla u = v(a, 81, B2).

Rodzina Mestre parametryzowana prosta rzutowa

W tej czedci pracy opiszemy pochodzaca z [Mes91] konstrukcje krzywej elip-
tycznej E nad ciatem Q(¢), ktora posiada 11 liniowo niezaleznych punktow.
Poprzez morfizm (z,y,t) + t : E — P! mozemy traktowa¢ E jako rodzine
krzywych nad ciatem Q, sposrod ktorych tylko skonczenie wiele jest krzywymi
osobliwymi.

Lemat 3.2.7. Niech k bedzie ciatem charakterystyki rdznej od 3 i niech dany
bedzie p € k[x] wielomian unormowany stopnia 12. Istnieje jednoznacznie okre-
Slona tréjka wielomiandw (g,71,72) w klx| spetniajgcych réwnanie:

p=g°>+rig+r. (3.8)
Wielomian g jest stopnia 4 1 jest unormowany. Ponadto zachodzg nieréwnosci:
deg(r1) <3, deg(re) < 3.

Dowdd. Niech dany bedzie wielomian p(x) = 12 4+ p1ztt +.. . p12! + p1o oraz
niech g(x) = % + 5123 + 5222 + s37 + s4. Przez poréwnanie wspotczynnikow
przy ¥ dla k = 11,10,9 i 8 w réwnaniu (3.8) dostajemy uktad réwnar:

p1 =381

po = 35% + 3592

p3 = s‘z’ + 65152 + 353

Py = 38%82 + 33% + 651583 + 354.

Przez eliminacje zmiennych w kolejnych réwnaniach otrzymujemy jawna po-
staé¢ wielomianu g:

243 27 9 9 3

2 3
DT P2 2 P1T g
+< 9+3>m+ 3 +x”.

81 9 3

_10pf  Bpipe p3 2pips pa 5p7  2pip2 | D3
o) =~ h P

Wielomian 71 otrzymujemy jako czes¢ wielomianows dzielac z reszta p — g3
przez g. Reszta z dzielenia jest wielomianem ro. O

W dalszych rozwazaniach interesowa¢ nas bedzie wspétczynnik wielomianu
r1 przy najwyzszej potedze:

1
s = 545 (2291 — 120pp2 + 135p1p3 + 135p1ps — 162paps — 162p1pa + 243ps) .
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Lemat 3.2.8. Niech p(z) = Hzlil(:c—arl) € k(z1,...,x12)[x]. Wéwczas wspdt-
czynnik s (okreslony powyzej jako wielomian zmiennych x;) zadaje rozmaitosé
afiniczng s(x1,...,x12) = 0, ktéra zawiera zbior algebraiczny zadany parame-
trycznie:

(r1,...,212) = (a,b,¢,d,a,b,c,d,a,b,c,d) + t(d,d,d,c,c,c,b,b,b,a,a,a),
gdzie a,b,c,d,t € k sq dowolne.

Dowdd. Ze wzoréw Viete’a otrzymujemy wyrazenia na wspolczynniki p; wie-
lomianu p i podstawiajac do wzoru na s przez bezposrednie sprawdzenie otrzy-
mujemy teze. O

W szczegolnosci wybierzmy teraz pierwiastki
(x1,...,712) = (a,b,¢,d,a,b,c,d,a,b,c,d) + t(d,d,d,c,c,c,b,b,b,a,a,a).
Rownanie (3.8) implikuje:
0 = p(a) = g(x;)* +r1(zi)g(w:) + raw:).
Zatem punkty (x;, g(z;)) leza na krzywej:
C:y®+ri(x)y+ra(z) =0

zdefiniowanej nad K = Q(a,b,c,d,t). Ze wzgledu na wybor x; wielomian
ri1(z) € Klx] ma stopienn co najwyzej 2 (z definicji ma stopieri co najwyzej
3, ale wspdlczynnik przy najwyzszej potedze, czyli s znika na mocy Lematu
3.2.8), co pociaga, ze krzywa C/K jest stopnia trzy.

Specjalizujac teraz zmienne a,b,c i d do wartosci w Q otrzymamy krzywe
stopnia trzy, na ktorych mamy okreslone 12 punktow Q(¢)-wymiernych. Ujed-
noradniajac wielomian definiujacy C' otrzymamy krzywa rzutowa C w P? nad

Q(?)-

Twierdzenie 3.2.9. Kladgc a = —1, b =2, ¢ =0 oraz d = 17 otrzymujemy
krzywq rzutowq C' nieosobliwg nad Q(t). Niech dany bedzie punkt

Py = [—1,342 4 279t — 2382, 1] € C(Q(t)).

Woéwczas para (C, Py) jest krzywq eliptyczng. Ponadto grupa C(Q(t)) posiada
11 niezaleznych liniowo punktéw w cze$ci afinicznej C:

Py = (=1+17¢t,—2 (288 — 3361t + 3060t?)) P, = (2 + 17t, —1050 — 6217t + 7650t2)

P3 = (17t,374 + 747t — 1530¢ Py = (17,-1530 + 747t + 374t?)

Ps = (2,-2(—240 + 159t + 68¢%)) Ps = (2,2 (—68 — 159t + 240t?))
Pr = (17 + 2t,7650 — 6217t — 1050¢2) Py = (—1+2t,234 — 1213t + 570t?)
Py = (2 —t,570 — 1213t + 234¢%) Pig = (—t, —238 + 279t + 342¢?)

Py = (17— t,—2 (3060 — 3361t + 288t?))
Dowdd. Rownanie jednorodne krzywej C, ktorg otrzymujemy przy ustalonym
wyborze a, b, ¢, d ma postaé:

23 + alq:Qz + awxz + a3w2z + a4m3 + a5wx2 + a6w2x + a7w3,
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gdzie wspotezynniki a; sa zadane réwnaniami:

a1 = —4 (42078 — 81923t + 42078t?)
as = —12(1 +t) (2006 — 10711¢ + 2006¢%)
az = —107508 — 1615080t + 3198533t? — 1615080t> — 107508t%,
as = —20007680(—1 + t)%(1 + t),
a5 = 4(22326468 + 75564516t — 195270611t + 75564516t + 22326468t%),
ag = 4(1 + 1) (12777948 — 140544164t 4 250930219t> — 140544164t> + 12777948t),
a7 = —2(6052816 4 172482204t — 287040540t + 184802333t> — 287040540t
+ 172482204t° + 605281615).

Na mocy [Har06, Prop.4.6] istnieje zanurzenie krzywej (C, Py) w P? (induko-
wane przez system liniowy |3F|) do krotkiej postaci Weierstrassa:

y? =23 +ax +0,

posytajace punkt Py na punkt w nieskoiiczonogci.

Praktyczny algorytm realizujacy to zanurzenie mozna znalez¢ w [vH95|
(implementacja algorytmu w pakiecie MAPLE). Zastosowanie tej metody do
krzywej C daje nam réwnanie Weierstrassa:

E:y* =2 +a(t)r + b(t),

gdzie wspoétczynniki dane sg wzorami:

16
a(t) = —3(422164508194816218000 + 5767401284163426669984¢

+ 10748781663416427146040t> — 120790322580116868286920¢
+ 182151834827718578557545t + 26907807141183189589380¢°
— 210413533303915617769406t° + 26907807141183189589380t"
+ 182151834827718578557545t% — 120790322580116868286920¢"
+ 10748781663416427146040t'° + 57674012841634266699841"
+ 422164508194816218000¢%),

128
b(t) = 5 (88869434401 75579486308913053600¢ '+

171280164134988763987867527902400t17+969216797175305726229081061353840t°
—2311594947647532754108812297927360t'° —23760837973879613334551448211146948¢ 4 +
81412717346835256380887447443104060t134-24484159847622319074900985578614505¢ 2
—596664932629735250700435172952613990t 1 +1481763226335538207643473014636226965¢ 1
—19321442413027654094483869345896586 72t +1481763226335538207643473014636226965t°
—596664932629735250700435172952613990t” +24484159847622319074900985578614505¢
+81412717346835256380887447443104060t° —23760837973879613334551448211146948¢*
—2311594947647532754108812297927360t>+969216797175305726229081061353840t
+171280164134988763987867527902400t+8886943440175579486308913953600).
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Izomorfizm krzywych (C, Py) i (E,O) jest dany nad Q(t). Wyréznik A(t) =
—4a(t)3 —27b(t)? rownania definiujacego krzywa E ma stopieri 36 i jest nieroz-
ktadalny jako wielomian zmiennej t nad Q. Morfizm 7 : E — P! zadany jako
(z,9,t) — t definiuje nam rodzine krzywych nad Q. Dla wszystkich o € Q
takich, ze A(a) # 0 wlokno m~!(a) jest nieosobliwg krzywa eliptyczna.

Z kolei jesli A(B) = 0, to mozna sprawdzié¢ (korzystajac z algorytmu [SS09,
4.2)), ze wtokna 7=1(B) sg krzywymi singularnymi izomorficznymi (nad Q) z
y? = 2% + 22 (inaczej: wiokna osobliwe s typu I; w klasyfikacji Kodairy).

Skoro krzywe C'i E sa izomorficzne nad Q(t), wiec wtokna osobliwe sa tego
samego typu. Mozna pokaza¢, ze istnieje wysokos¢ kanoniczna h : C(Q(t) - R
spelniajaca te same wtasnosci, ktére spelnia wysokosgé kanoniczna dla rozma-
itosci abelowych nad ciatem liczbowym (patrz [BG06, 1.4.6]). Ponadto mamy
odwzorowanie dwuliniowe stowarzyszone z wysokoscia h:

(P,Q) = x+ (P.Ry) + (Q.P) — (P.Q),

(P,P) =2(x+ (P.Ry)).

Liczba x € N jest rowna genusowi arytmetycznemy C traktowanej jako po-
wierzchnia nad Q. W powyzszym przypadku, na podstawie [SS09, Thm.6.10]
mamy x = 3. Punkty P,Q € C(Q(t)) traktujemy jako przekroje odwzorowa-
nia 7 : C — P! : (z,z,w,t) — t. Wowczas (P.Q) jest stopniem przeciecia
krzywych P(t), Q(t) (liczonym jako krotnosé¢ ich przeciecia). Jesli dane sa dwa
punkty P; = (a+ft, g(a+ft)) oraz P; = (y+6t, g(y+9dt)), to ich indeks prze-
ciecia moze by¢ rowny tylko 1 lub 0 (brak przeciecia lub przeciecie jednokrotne,
transwersalne). Stad dostajemy nastepujace proste kryterium dla i # j:

O

Zatem punkty Pp,..., P;; sa niezalezne liniowo nad Z wtedy i tylko wtedy,
gdy macierz:
H = ((Bi, Pj)h<ij<n

ma niezerowy wyznacznik. Latwo sprawdzi¢, ze det H = 28-3%.5-17. O

Krzywe eliptyczne nad F,(¢)

W tym paragrafie naszkicujemy dowdd, ze krzywa eliptyczna w postaci Legen-
dre’a:
E:y?=z(z+1)(z+1)

nad ciatem [F,(¢) (p > 2 jest liczba pierwsza) posiada d—2 liniowo niezaleznych
punktow w rozszerzeniu Kq = Fp(uq, t'/9) (patrz [Ulm10]).

W celu konstrukeji poszukiwanych punktéw specjalizujemy d = pf + 1
dla f > 0 (w szczegdlnosci d jest zawsze parzyste). Wowczas rozszerzenie
K konstruujemy poprzez dotaczenie pierwiastka pierwotnego pq stopnia d z
1 oraz dotaczajac do Fp(t) element u speiniajacy relacje u? = t. Wowczas
otrzymujemy

Kq = Fylt) (4, w)

i wida¢ w szczegolnosci, ze rozszerzenie nie zalezy od wyboru pierwiastka row-
nania X¢ = t.



ROZDZIAL 3. PRZYKELADY OBLICZANIA RANG 77

Na krzywej E istnieje jeden oczywisty punkt:
P(u) = (u,u(u+1)Y?) € B(Ky).

Korzystamy przy tym w istotny sposob z tozsamosci (a + b)P = aP + bP zacho-
dzacej dla a,b € Fp(t).

Ponadto latwo sprawdzi¢, ze punkty P(,uﬁl) dla i =1,...,d — 1 réwniez
naleza do grupy E(Ky).

Twierdzenie 2.3.7 orzeka tylko, ze grupa E(Ky) jest skoniczenie generowana.
Nie podaje jednak metody konstrukeji wysokosci kanonicznej i dodatnio okre-
slonej, symetrycznej formy dwuliniowej na F(Ky) ® R. Takie funkcje istnieja
(patrz [Ulm10, 4.2], [SS09, 11.8]). Niech odwzorowanie:

(,): E(Kyg) x BE(Kyg) =R

bedzie symetryczne i dodatnio okreslone na punktach nietorsyjnych (tzn. jesli
(P,P) =0, to P € E(Kg)tors)). Wowczas na przestrzeni liniowej F(Ky) ® R
indukuje ono strukture przestrzeni euklidesowej z iloczynem skalarnym (-, -),
w ktorej obraz inkluzji E(Ky)/E(Kg)tors — E(Ky) ®z R okresla krate.

Twierdzenie [Ulm10, 4.4] orzeka, 7e dla d = p/ +11ip > 2 oraz f > 0
zachodza nastepujace roéwnosci:

d—1)(d—
D =

(P, Pj) = ¢ 4 2li—j,i—j#0,
0 24i—j.

W szczegblnodei tatwo sprawdzié, ze dla punktu @ = Py + ... + P41 mamy
(Q,Q) = 0, co pociaga, ze Q € FE(Kg)iors- Podobnie sprawdzamy, ze dla
R=Py— P +...+Pj_o9— Py zachodzi rownos¢ (R, R) =01 R € E(Kg)tors-

Zauwazmy teraz, ze macierz
H = ((Fi, Pj))o<i,j<d-3
jest cykliczna, a jej pierwszy wiersz jest dany nastepujaco

d—1)d-2) 1-—d 1-d
5 0, 0,720 )

(CLO, aiy...,aq4—5,04—4, ad—3) = <
Niech dany bedzie teraz wielomian:

(@-D@=2) 1-d,  1=das_ o

fla) = 2 SR

Wyznacznik macierzy H mozna obliczyé za pomoca operacji elementarnych

(patrz [BG02)):
d—2

det H = ] (¢,

i=1
gdzie (4_o jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia d —2 z 1. Zauwazmy, ze jesli
¢ = # 1, to:
1+C+C 4.+ ¢T3 =0,
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1+ (=) + (=0 +.. .+ (=" =0

i skoro d jest parzyste, to dodajac powyzsze rownosci stronami i dzielac przez
2 dostajemy:
1+C4+¢t+. ¢ =0.

Zatem dla (%2 =11 ¢ # +1:

F(Q) = 1;d<—<d;2)+c2+<4+.--+cd‘4>

:1;d<_(d;2)_1) :%.

7 kolei dla ¢ = £1 zachodza réwnosci:

1—d _m—2y+d—4 d-1
d 2 2 - d

f1) =

Podstawiajac do wzoru na wyznacznik macierzy H dostajemy:

det 1 = F()f(-1) T () = (dgl)Q- (dgl)“.

(#+1

W szczegolnosci dla d = pf + 1 wyznacznik det H # 0. Stad punkty
Py, ..., P;_3 sa liniowo niezalezne i generuja podgrupe rangi d — 2 w E(Kjy).

Powyzszy przyktad pokazuje, ze nad ciatami skoiiczenie generowanymi do-
datniej charakterystyki mozna efektywnie konstruowaé¢ krzywe eliptyczne z
grupa punktéw wymiernych dowolnie wysokiej rangi. Wtasnosé ta jest w sil-
nym kontrascie z sytuacja dla krzywych eliptycznych nad ciatami liczbowymi.
Aktualny rekord rangi jaki ma miejsce nalezy do Elkiesa, ktory podal:

E:y+ay+y=a>—2?

—20067762415575526585033208209338542750930230312178956502x (3.9)
+ 34481611795030556467032985690390720374855944359319180361266008296291939448732243429.

Grupa F(Q) zawiera 28 liniowo niezaleznych punktow

Py = (—2124150091254381073292137463, 259854492051899599030515511070780628911531),
P, = (2334509866034701756884754537, 18872004195494469180868316552803627931531),
Py = (—1671736054062369063879038663, 251709377261144287808506947241319126049131),
P, = (2139130260139156666492982137, 36639509171439729202421459692941297527531),
Ps = (1534706764467120723885477337, 85429585346017694289021032862781072799531),
Ps = (—2731079487875677033341575063, 262521815484332191641284072623902143387531),
P; = (2775726266844571649705458537, 12845755474014060248869487699082640369931),
Py = (1494385729327188957541833817, 88486605527733405986116494514049233411451),
Py = (1868438228620887358509065257, 59237403214437708712725140393059358589131),
Py = (2008945108825743774866542537, 47690677880125552882151750781541424711531),
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P11 = (2348360540918025169651632937, 17492930006200557857340332476448804363531),
Iﬁg (—1472084007090481174470008663, 246643450653503714199947441549759798469131),
(2924128607708061213363288937, 28350264431488878501488356474767375899531),
(5374993891066061893293934537, 286188908427263386451175031916479893731531),
fﬁ5-—(1709690768233354523334008557 71898834974686089466159700529215980921631),
P = (2450954011353593144072595187, 4445228173532634357049262550610714736531),
P17 = (2969254709273559167464674937, 32766893075366270801333682543160469687531),
Pig = (2711914934941692601332882937, 2068436612778381698650413981506590613531),
P19 = (20078586077996854528778328937, 2779608541137806604656051725624624030091531),

(

= (

(

(=

(

= (

(

(

(

fﬁo—— 2158082450240734774317810697, 34994373401964026809969662241800901254731),
2004645458247059022403224937, 48049329780704645522439866999888475467531),
fﬁg-— 2975749450947996264947091337, 33398989826075322320208934410104857869131),
Py3 = (—2102490467686285150147347863, 259576391459875789571677393171687203227531),
Ib4-— 311583179915063034902194537, 168104385229980603540109472915660153473931),
2773931008341865231443771817,12632162834649921002414116273769275813451),
fﬁg-— 2156581188143768409363461387, 35125092964022908897004150516375178087331),
Py; = (3866330499872412508815659137, 121197755655944226293036926715025847322531),
Py = (2230868289773576023 778678737, 28558760030597485663387020600768640028531).



Uzupetnienia algebraiczne

4.1 Podstawowe definicje

Formy i odwzorowania kwadratowe

Definicja 4.1.1 ([Lan73, Def.str.385|). Niech R bedzie pier§cieniem przemien-
nym i takim, ze element 2 jest w nim odwracalny, a F, F' beda R-modutam.
Méwimy, ze f : E — F jest odwzorowaniem kwadratowym jezeli istnieja
odwzorowanie dwuliniowe symetryczne g : £ x E — F oraz odwzorowanie
liniowe h : E — F' takie, ze dla kazego z € E mamy

f(z) = g(, x) + h(z).

Ponadto odwzorowanie f : £ — R nazywamy forma kwadratowa jesli f
jest odwzorowaniem kwadratowym, dla ktérego stowarzyszone odwzorowanie
liniowe h spetnia h(z) = 0 dla kazdego = € E.

Lemat 4.1.2. Niech E,F bedg R-modutami (element 2 odwracalny w R), a
odwzorowanie f: E — F spetnia prawo réwnolegtoboku:

h(z +y) + h(z —y) = 2h(z) + 2h(y)
dla dowolnych x,y € E. Wowczas f jest forma kwadratowg na E.

Dowdd. Dlax =y = 0 dostajemy z prawa rownolegtoboku h(0) = 0. Nastepnie
ktadac p = 0 dostajemy h(—q) = q. Stosujac prawo réwnolegtoboku dostajemy
rownoséci:

hz+y+z)+h(zr+2z—y)—2h(x+ 2) —2h(y) =0,
hx—z+y)+h(zr+2z—y)—2h(x) —2h(z —y) =0,
hz—-z+y)+h(r+2+y) —2h(x+y) —2h(z) =0
2h(z+y) +2h(z —y) — 4h(2) — 4h(y) = 0.

Y
Y

?

A
B
C
D

Skoro 2 € R*, to mozemy zdefiniowac:

Wz +y) = hz) - h(y)
2

g(w,y) =

80
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dla dowolnych z,y. Wowczas g(x,y) = g(y, x) oraz:

A-B+C-D

9(x +z,y) — g(z,y) — g(z,y) = 1 =0.

Korzystajac z symetrii dostajemy, ze g jest odwzorowaniem dwuliniowym, po-
nadto g(z, x) = h(z). Z Definicji 4.1.1 wynika, ze h jest forma kwadratowa. [

Normy

Definicja 4.1.3. Niech K bedzie cialem. Norma okreslong w ciele K nazy-
wamy odwzorowanie
|-]: K =R

spelniajace nastepujace trzy warunki:
(1) |z| > 0dlaz € K, |z| =0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0.
(2) Jay| = [2] - ly| dla 2,y € K.
3) lz+yl < lz|+yl dlaz,y € K.

Ponadto norme nazywamy niearchimedesowska jesli zachodzi silniejsza wer-
sja warunku (3):
|z + y| < max{|z], |y|}.

Schematy i morfizmy

Definicja 4.1.4 (Przestrzen ze snopem). Pare (X, Ox), gdzie X jest prze-
strzenia, topologiczna, a Ox jest snopem pierdcieni nazywamy przestrzenia
ze snopem.

Pare (f, f#) nazywamy morfizmem przestrzeni ze snopem (X, Ox)
do (Y,0y) jesli f: X = Y jest ciagtym odwzorowaniem i f# : Oy — f,Ox,
gdzie f,.Ox(U) = Ox(f~1(U)) dla dowolnego zbioru otwartego U.

Ponadto mowimy, ze para (X, Ox) jest lokalng przestrzenia ze snopem

o ile dla kazdego punktu P € X kietek Ox p = lAir_gOX(U) jest pierscieniem
pPeU
lokalnym, tzn. ma jeden ideat maksymalny.

Para (f, f7*) : (X,0x) — (Y,0y) jest morfizmem lokalnych prze-
strzeni ze snopem jezeli jest morfizmem przestrzeni ze snopem i dla kazdego
P € X indukowany homomorfizm f# : Oy, ppy — Ox p spelnia warunek

FE (myy(p) = mx p
dla idealow maksymalnych w Oy r(py i Ox p.

Definicja 4.1.5 (Schemat afiniczny). Niech R bedzie pierScieniem przemien-
nym z jedynka. Niech

Spec(R) = {p : p jest ideatem pierwszym w R}

bedzie przestrzenia topologiczng z topologia Zariskiego, tj. baze zbioréw otwar-
tych tworza D(f) = {p € Spec(R) : f ¢ p} dla dowolnego f € R.
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Przestrzen X = Spec(R) wyposazamy w snop pierscieni Ox zadany na
zbiorze otwartym U C X nastepujaco:

Ox(U)={s:U— HURp | s(p) € Ry dla dow.p € U i s jest lok. stata}.
pe

Pierscient R, oznacza lokalizacj¢ R na ideale p. Ponadto funkcja

s:U— LI Ry
peU

jest lokalnie stata, gdy dla kazdego ideatu p € U istnieje otoczenie otwarte
V C U zawierajace p takie, ze istnieja elementy a, f € R spelniajace:

s(q)

a

f
dla kazdego ideatu pierwszego q € V takiego, ze f ¢ q.

€ R,

Definicja 4.1.6 (Schemat). Schematem nazywamy pare (X, Ox), ktora jest
lokalna przestrzenia ze snopem taka, ze kazdy punkt P € X posiada otoczenie
otwarte U C X takie, ze para (U, Ox |y) jest schematem afinicznym.

Morfizmem schematéw nazywamy morfizm odpowiadajacych im lokal-
nych przestrzeni ze snopem.

Uwaga 4.1.7. Czesto dla uproszczenia notacji schemat (X, Ox ) bedziemy ozna-
czaé¢ przez X pomijajac (o ile jest to jednoznaczne z kontekstu) oznaczenie
snopa Ox.

Definicja 4.1.8 (S-schemat). Niech S bedzie schematem. S-schematem lub
schematem nad S bedziemy nazywali schemat X wyposazony w morfizm
schematow 7 : X — S. Ponadto jesli S = Spec(R) to bedziemy pisali R-
schemat zamiast Spec(R)-schemat.

Jeslim: X = Sip:Y — S saS-schematami, to morfizmem S-schematéow
bedziemy nazywali morfizm schematéw f : X — Y, ktéry spelnia rownosé

pof=m.

Definicja 4.1.9 (Produkt rozwlokniony). Niech S bedzie schematem oraz
niech 7 : X = S oraz p: Y — S beda S-schematami. Wowczas produktem
rozwléknionym X i Y nad S nazywamy S-schemat X xgY wraz z dwoma
S-morfizmami:

p: X xgY = X,
q: X xgY =Y

nazywanymi projekcjami. Schemat X Xxg Y spetnia nastepujacy warunek
uniwersalnosci: dla dowolnych S-morfizméw f: Z2 — X i g: Z — Y istnieje
jedyny S-morfizm (f,g) : Z — X xg Y taki, ze nastepujacy diagram jest
przemienny.
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X
f 7
p
(f,9)
Z<--5- X xgY S
q
g o
Y

Twierdzenie 4.1.10 ([Har06, Thm.3.3|,Istnienie produktu rozwiéknionego).
Niech X,Y bedq S-schematami. Wéwczas istnieje produkt rozwtékniony (X x g

Y, p,q) ijest jedyny z doktadnoscig do izomorfizmu S-schematéw. Ponadto jesli
S = Spec(R), X = Spec(R1) Y = Spec(R3), to X xgY = Spec(R; ®p R2).

Definicja 4.1.11 (Domknieta immersja). Domknieta immersja nazywamy
morfizm schematow (f, f7) : (X,0x) — (Y,0y) taki, ze f : X — Y jest
homeomorfizmem X na obraz f(Y) oraz odwzorowanie f# : Oy — f.Ox
jest surjekcja , tj. dla kazdego P € X homomorfizm pierscieni lokalnych fﬁ :
Oy, r(p) — f+Ox p jest surjekcja.

Definicja 4.1.12 (Morfizm rozdzielony, schemat rozdzielony). Niech f : X —
Y bedzie morfizmem schematow. Istnieje jedyny morfizm A x/y = (idx,idx)
X — X xy X (patrz Definicja 4.1.9 dla f = g =idx i # = p = f). Mowimy,
ze morfizm f jest rozdzielony jesli morfizm Ay /y jest domknigta immer-
sja. Ponadto méwimy wéwczas, ze schemat X jest rozdzielony nad Y. W
szczegolnosci jesli Y = Spec(Z), to méwimy, ze schemat X jest rozdzielony.

Definicja 4.1.13 (Schemat calkowity). Schemat X nazywamy catkowitym
jesli dla kazdego otwartego U C X, pierdcienn Ox (U) jest dziedzing catkowito-
Sci.

Twierdzenie 4.1.14 ([Har06, II,Prop.3.1]). Schemat X jest catkowity wtedy
1 tylko wtedy, gdy X jest nierozktadalny jako przestrzen topologiczna i dla kaz-
dego otwartego U C X pierscieri Ox (U) nie ma elementdw nilpotentnych.

Definicja 4.1.15 (Rozmaitos¢ algebraiczna). Niech k bedzie cialem i niech
k-schemat X bedzie rozdzielony oraz X Xgpec(k) Spec(k) jest catkowity.
Schemat X jest rozmaitoscia afiniczna nad k, gdy X = Spec(R), o ile
R jest skoriczenie generowang k-algebra.
Schemat X jest rozmaito$cia algebraiczna nad k jesli istnieje skoriczone
otwarte pokrycie X = |J, X; takie, ze (X;, Ox |x,) sa rozmaitosciami afinicz-
nymi nad k.

Definicja 4.1.16 (Przestrzen rzutowa, rozmaitosé¢ rzutowa). Niech R bedzie
pierscieniem przemiennym z jedynka i n > 0 ustalong liczba catkowitg. Dla
kazdego 0 < ¢ < n ustalamy zbiory:

Xi = Spec(R[T; 'Tjlo<j<n)

Xij = D(T;'Tj) € X;.
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Ze wzgledu na réwnosci
Ox,(Xyj) = RIT; T3, T 13, T Tilosken = Ox, (X50),

schematy afiniczne X;; i Xj; sg izomorficzne. Mozemy sklei¢ R-schemat wzdtuz
X;;. Otrzymany w rezultacie schemat nazywamy przestrzenig rzutowa nad
R wymiaru n i oznaczamy P.

Rozmaitoscia rzutowa nad ciatem k nazywamy domkniety podschemat
schematu P} dla pewnego n > 0.

Definicja 4.1.17. Schemat X jest noetherowski jesli jest suma skoriczenie
wielu schematow afinicznych X; takich, ze pierscienie Ox(X;) sa noetherow-
skie.

Moéwimy, ze schemat X jest lokalnie noetherowski, gdy kazdy punkt
x € X posiada otoczenie U, ktore jest schematem noetherowskim.

Definicja 4.1.18 (Schemat regularny). Niech X bedzie schematem i z € X.
Przez m, oznaczmy jedyny ideal maksymalny w pierdcieniu lokalnym Ox ..
Cialem reszt nazywamy cialo k(zx) = Ox z/m,. Okreslmy przestrzen k(x)-
liniowg mg/m3 = mas ®oy, k(z). Przestrzenia styczng w sensie Zari-
skiego nazywamy przestrzen k(x)-liniowa:

Tx . = Homyy) (mg/m2, k(z)).

Méwimy, ze schemat lokalnie noetherowski X jest regularny w punk-
cie v € X jesli dim Ox; = dimy(,) Tx 2. Jezeli schemat X jest regularny w
kazdym punkcie, to méwimy, ze jest on regularny.

Moéwimy ponadto, ze schemat X jest gladki nad k jesli schemat X Xgpec(x)

Spec(k) jest regularny.

W praktyce, lokalnie wokot kazdego punktu z na rozmaitosci X mozemy
znalez¢ otwarte otoczenie afiniczne U takie, ze X N U jest domknieta podroz-
maitoscig Z = V(I) w A} i generujacy ja ideal jest zadany przez wielomiany
Fi,...,F,. Niech x € Z(k). Dana jest macierz:

F.
5= () -
T 1<i<r,1<j<n

Woéwczas X jest regularny w punkcie x wtedy i tylko wtedy, gdy:

rzJ, =n —dim Ox .

Definicja 4.1.19 (Wymiar schematu, kowymiar schematu). Niech (X, Ox)
bedzie schematem. Wymiarem schematu nazywamy liczbe dim X réwna
wymiarowi topologicznemu przestrzeni, tj. supremum po wszystkich liczbach
naturalnych n takich, ze istnieje taficuch:

o CZ1C...C Zy

parami réznych nieredukowalnych (nierozktadalnych na sume wtasciwych zbio-
row domknietych) zbiorow domknietych w X.
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Niech Z bedzie nierozktadalnym domknietym podzbiorem w X, wtedy ko-
wymiarem Z w X, oznaczanym codim(Z, X') nazywamy supremum liczb na-
turalnych n takich, ze istnieje ciag:

L =4y C /L1 C...CJZy

nierozktadalnych, parami réznych podzbioréw domknietych w X.
Jesli Y jest dowolnym zbiorem domknietym w X, to definiujemy:

codim(Y, X) = Zing/codim(Z, X),
C

gdzie inf bierzemy po zbiorach Z C Y domknietych i nierozkladalnych.

Definicja 4.1.20 (S-schemat grupowy). Niech S bedzie schematem. Schema-
tem grupowym nad S nazywamy S-schemat G wyposazony w nastepujace
S-morfizmy:

mnozenie m : G xg G — G,
identycznoéé¢ € : S — G,

odwrotnogé inv: G — G
takie, ze przemienne sa nastepujace diagramy:

mXidG

GxsGxgG GxsG
idg X m m
G xsG = G

Rysunek 4.1: Lacznosé

idg X €

GXSS GXSG

Rysunek 4.2: Prawa identycznosé
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AG/S idg X inv

GXSG

GXSG

m

S G

Rysunek 4.3: Prawa odwrotnosé

W szczegolnosci dla dowolnego S-schematu 7 : T — S zbior G(T') =
Morg (T, G) wszystkich S-morfizméw z T' do G ma strukture grupy z identycz-
noscia (e,m) : SxgT — GxgT iindukowana z m mapam(T) : G(T)xG(T) —
G(T) oraz pochodzacym od inv odwzorowaniem inv(T") : G(T) — G(T).

Definicja 4.1.21 (Grupa algebraiczna). Niech k bedzie ciatem i niech dany
bedzie k-schemat X, ktory jest rozmaitoscig algebraiczng nad k. Rozmaitosé
X nazywamy grupa algebraiczna nad k jesli jest k-schematem grupowym.

Whniosek 4.1.22. Grupa algebraiczna G nad k jest gtadka nad k.

Dowdd. Na mocy |Liu02, Lemm.4.2.21] G zawiera punkt regularny domkniety,
czyli w kosekwencji schemat jest gtadki nad & w tym punkcie. Uzywajac mor-
fizmu translacji o punkt domkniety otrzymujemy, ze w kazdym punkcie do-
mknietym schemat G jest gtadki i skoro punkty G(k) sa geste w schemacie G,
to caly schemat jest gtadki. O

Definicja 4.1.23 (Rozmaito$¢ abelowa). Grupe algebraiczna okreslona nad
cialem k, ktora jest rozmaitoscig rzutowa, nazywamy rozmaitoscia abelowag
zdefiniowang nad k.

Twierdzenie 4.1.24 ([CS86, Milne,Sec.2,7]). Rozmaitosé¢ abelowa X nad k
jest przemienna, tzn. zbiér X(L) = X (Spec(L)) jest przemienng grupg dla
kazdego rozszerzenia ciat L]k, L C k.

Definicja 4.1.25 (Krzywa eliptyczna). Krzywa eliptyczna nazywamy roz-
maito$¢ abelowa F nad cialem k wymiaru 1. W szczeg6lnosdci zbior E(k)
zawiera identyczno$é e : Spec(k) — FE oraz okreslone jest odwzorowanie
m(k) : E(k) x E(k) — E(k), ktore zadaje dziatanie w grupie abelowej E(k).
Ponadto schemat E jest gladki nad k.

4.2 Systemy liniowe i dywizory

Definicja 4.2.1 (Dywizor Weila). Niech X bedzie noetherowskim, rozdzie-
lonym i calkowitym schematem, ktory jest regularny w kowymiarze 1 (tzn.
dla kazdego x € X takiego, ze Ox, jest wymiaru 1 zachodzi dimOx, =
dimy(z) T'x )

Dywizorem pierwszym na X nazywamy domkniety nieredukowalny sche-
mat Y C X kowymiaru 1 w X.

Dywizorem Weila nazywamy element grupy abelowej wolnej Div(X) ge-
nerowanej przez wszystkie dywizory pierwsze, tj. D € Div(X) mozna zapisac¢
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w postaci skoticzonej sumy D = ). n;Y;, gdzie Y; sa dywizorami pierwszymi,
a n; sa liczbami catkowitymi.

Niech Y bedzie dywizorem pierwszym na X. Jesli n € Y spelnia W =Y
(jest punktem generycznym), to pierécienn O, x jest piericieniem z waluacja
dyskretng vy i ciatem utamkow K = K(X) = Frac(Ox ).

Lemat 4.2.2 ([Har06, II,Lemm.6.1]). Niech X bedzie noetherowskim, rozdzie-
lonym i catkowitym schematem, reqularnym w kowymiarze 1 i niech f € K*.
Wowczas vy (f) = 0 dla prawie wszystkich dywizorow pierwszych Y .

Definicja 4.2.3 (Dywizor funkcji, liniowa rownowaznos¢ dywizoréw). Niech
X bedzie noetherowskim, rozdzielonym i catkowitym schematem regularnym
w kowymiarze 1 i niech f € K*. Dywizorem funkcji f bedziemy nazywaé
element (f) € Div(X) postaci

(f) =D ov(f)Y

Y

gdzie suma jest wzieta po wszystkich dywizorach pierwszych Y w X. Dywizory
funkcji tworza podgrupe w Div(X).

Dwa dywizory D,D’ € Div(X) nazywamy liniowo réwnowaznymi i
piszemy D ~ D’ jezeli ich roznica jest dywizorem pewnej funkcji. Grupe
Div(X)/{grupa dywizoréw funkcji} nazywamy grupa klas dywizoréw i ozna-
czamy Cl(X).

Definicja 4.2.4 (Dywizor Cartier). Niech X bedzie rozmaitoscia algebraiczna
nad ciatem k. Dywizorem Cartier bedziemy nazywali klase rownowaznosci zbio-
row par {(U;, f;)} speliajacych warunki:

(i) Zbiory otwarte U; pokrywaja X.
(ii) Elementy f; naleza do K(X)*.
(iii) Dla dowolnych 4, j zachodzi f;f; ' € Ox(UiNU;)*.

Dwie rodziny {(U;, fi)} i {(V}, f;)} uwazamy za réwnowazne jesli fz‘gj_1 €
Ox (U;N'V;)* dla wszystkich i, j.
Dywizory Cartier mozemy dodawaé¢ w nastepujacy sposob:

{(U, £)} +{(V3, £5)} = {00V}, figj)}-

Z ta operacja dywizory Cartier tworza grupe oznaczana symbolem CaDiv(X).

Ponadto dywizor div(f) = {(U, f)} nazywaé bedziemy dywizorem funkcji
feK(X)*.

Dywizory funkcji tworza podgrupe w grupie dywizoréw Cartier i grupe ilo-
razowa CaDiv(X)/{dywizory funkcji} bedziemy nazywaé¢ grupa klas Pic(X).
Dywizory D, D’ z tej samej klasy rownowaznosci nazywamy liniowo roéwnowaz-
nymi, co oznaczamy symbolem D ~ D’

Nosnikiem dywizora D = {(U;, fi)} nazywamy zbior:

Supp(D) = {z € Ui | fi ¢ Ok}

2
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Twierdzenie 4.2.5 ([Har06, II.Prop.6.11]). Niech X bedzie rozmaitosciq al-
gebraiczng gtadkg nad k. Wowczas odwzorowanie:

CaDiv(X) — Div(X)
{(Ui, f)} = Y oy (£)Y,
Y

gdzie suma jest wzieta po dywizorach pierwszych oraz vy (f;) =0 jesli Y NU; =
0, jest izomorfizmem odwzorowujgcym grupe dywizoréw funkcji w CaDiv(X)
na grupe dywizoréw funkcji w Div(X).

Ostatnie twierdzenie pozwala nam utozsamiaé obie grupy dywizoréw dla
rozmaitosdci gltadkich. Niektoére konstrukcje pisza sie prosciej w jezyku dywi-
zorow Weila, a inne w jezyku dywizoréw Cartier. Przyktadem jest ponizej
zdefiniowane cofniecie dywizora.

Definicja 4.2.6 (Cofniecie dywizora). Niech g : X — Y bedzie morfizmem
k-rozmaitosci i niech D = {(U;, fi)} € CaDiv(Y). Przypusémy, ze g(X) nie
jest zawarte w Supp(D). Wowczas istnieje dywizor ¢*(D) € CaDiv(X) zdefi-
niowany nastepujaco:

g* (D) = {(¢”"(Ua), fi o g}.
Zachodza wlasnosci ¢*(D + E) = ¢*(D) + g*(E) oraz (fog)* = g* o f*.

Lemat 4.2.7 ([HS00, Lemm.A.2.2.5 Prop.A.2.2.6]). Niech f : X — Y be-
dzie morfizmem rozmaitosci. Jesli D, D' € CaDiv(Y) sq liniowo réwnowazne
i f(X) nie jest zawarty w Supp(D) U Supp(D’), to f*(D) ~ f*(D’).

Ponadto dla kazdego dywizora D € CaDiv(Y') istnieje pewien dywizor D' €
CaDiv(Y) spetniajacy:

D ~ D' oraz f(X) ¢ Supp(D').

W szczegdlnosci odwzorowanie f indukuje f* : CaDiv(Y) — CaDiv(X), ktore
jest dobrze okreslone dla D takich, ze f(X) ¢ Supp(D), a to indukuje dobrze
okreslony homomorfizm grup:

f*: Pic(Y) — Pic(X).

Twierdzenie Riemanna-Rocha

Definicja 4.2.8. Niech X bedzie rozmaitoscia gtadka nad k, a D dywizo-
rem okreslonym nad k (tzn. niezmienniczym ze wzgledu na dziatanie grupy
Gal(k/k) na punktach X (k) rozmaitosci X). Przez Li (D) bedziemy oznaczali
przestrzen liniowa:

Li(D) = {f € K(X)" | D+ div(f) > 0} U {0}

dla k € K C kP oraz K(X) = Frac(Ox,, ®; K). Ponadto wymiar tej prze-
strzeni liniowej nad k oznaczamy przez I (D).
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Twierdzenie 4.2.9 ([HS00, Prop.A.2.2.10|). Niech k bedzie ciatem doskona-
tym. Wowczas zachodzi réownodé:

Ly(D) ® k = Li(D)

dla dowolnej rozmaitosci X nad k i dywizora D zdefiniowanego nad k. W szcze-
gdlnosci mozina wybraé baze Ly (D) sposrdd elementdw nalezgeych do k(X).

Twierdzenie 4.2.10. Niech X bedzie rozmaitoscig nad k = k i oznaczmy
L(D) = Ly, a D,D'Div(X). Wéwczas:

(i) Zachodzi inkluzja k C L(D) wtedy i tylko wtedy, gdy D > 0.
(ii) Jesli D < D', to L(D) C L(D').

(i1i) Jesli D' = D + div(g), to odwzorowanie f — gf jest izomorfizmem
przestrzeni liniowych L(D') i L(D).

Twierdzenie 4.2.11 (|HS00, Cor.A.3.2.7|). Niech X bedzie rozmaitosciq rzu-
towg nad ciatem k. Jesli D jest dywizorem na X, to wymiar (D) = dim Ly (D)
jest skonczony.

O przestrzeni L(D) mozemy powiedzie¢ wiecej jesli X jest krzywa.

Twierdzenie 4.2.12 ([HS00, Thm.A.4.2.1],Riemann-Roch). Niech C bedzie
gtadkq krzywq rzutowq nad ciatem k = k. Wowczas istnieje liczba naturalna
g > 0 taka, ze dla dowolnego dywizora D € Div(C) okreslonego nad k zachodzi:

11(D) = lx(Kc — D) = deg(D) — g + 1,

gdzie K¢ jest dywizorem pochodzgceym od niezerowej formy rézniczkowej na C,
natomiast deg(d>_ n;Yi) = > ni.

Definicja 4.2.13 (Genus krzywej gladkiej). Genusem krzywej gtadkiej C
nazywamy liczbe g okreslong w powyzszym twierdzeniu.

Twierdzenie 4.2.14. Niech C bedzie krzywa gtadkq genusu g nad ciatem k,
doskonatym i domknietym algebraicznie. Wowczas zachodzq wtasnosci (niech
(D) :=1(D)):

(i) Wymiar [(K¢) = g oraz deg Ko = 29 — 2.
(ii) Jesli deg(D) < 0, to (D) = 0.
(iii) Jesli deg(D) > 2g — 1, to I(D) = deg(D) — g + 1.

(iv) JesliI(D) #0 i (Ko — D) # 0, to I(D) < 3 deg(D) + 1.
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Systemy liniowe

Definicja 4.2.15 (Zupelny system liniowy). Niech X bedzie rozmaitoscia.
Zupelnym systemem liniowym |D| stowarzyszonym z dywizorem D €
Div(X) nazywamy zbior wszystkich dywizorow efektywnych D’ (tzn. D' =
>, niY; i n; > 0) liniowo réwnowaznych z D.

Zbiorem punktéw bazowych zupelnego systemu liniowego | D| nazywamy
przekroj wszystkich nosnikow dywizoréw zawartych w |D|. System liniowy |D|
nazywamy systemem bez punktéw bazowych jesli przekrdj ten jest pusty.
Ponadto méwimy, ze dywizor D nie ma punktéw bazowych jesli stowarzy-
szony z nim system liniowy |D| nie ma punktéw bazowych.

Definicja 4.2.16 (Odwzorowanie stowarzyszone z dywizorem). Niech X be-
dzie rozmaitoscia rzutowa i D € Div(X). Woéwczas istnieje skoriczona baza
przestrzeni L(D): fo,..., fn. Odwzorowaniem stowarzyszonym z D nazy-
wamy przeksztatcenie:

qb p:X — P"

op x— (folx),..., fu(x)).

Dywizor D nazywamy bardzo szerokim jesli ¢p jest injekcja, ktorej obra-
zem jest zbiér domkniety w P” oraz indukuje injekcje na poziomie przestrzeni
stycznych ¢p o« Tp X — Ty, ()P, natomiast jesli nD jest bardzo szeroki dla
pewnego n > 1 to D nazywamy dywizorem szerokim.

Twierdzenie 4.2.17 ([BG06, A.6.10]). Dowolny dywizor moze byé zapisany
jako réznica dwoch dywizordw bardzo szerokich. Doktadniej jesli D jest ustalo-
nym dywizorem, o H dowolnym bardzo szerokim dywizorem to:

a) Istnieje stata m > 0 taka, ze D+ mH jest dywizorem bez punktow bazo-
Istnieje stat > 0 taka, ze D H jest dywi b ktow b
wych.

(b) Jesli D jest dywizorem bez punktéw bazowych, to D + H jest bardzo sze-
roks.

Stwierdzenie 4.2.18 (Hindry-Silverman A.3.2.4). Niech f : X — Y bedzie
morfizmem rozmaitosci rzutowych. Jesli D jest dywizorem bez punkiow bazo-
wych wY, to f*D jest dywizorem bez punktow bazowych w X.

Dywizory na rozmaito$ciach abelowych

Definicja 4.2.19 (Izogenia). Homomorfizm ¢ dwoch rozmaitosci abelowych
A, B nad cialem k, tego samego wymiaru spetniajgcy warunek surjektywnosci:

nazywamy izogenia.

Twierdzenie 4.2.20 (Wzor Mumforda, [HS00, Cor.A.7.2.5]). Niech D bedzie
dywizorem na rozmaitosci abelowej A oraz niech [n] : A — A bedzie morfizmem
mnozenia przez n. Wowczas:

[n]*D ~ <”22+"> D+ ("t") [~1]*D.
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Twierdzenie 4.2.21. Niech A bedzie rozmaitosciq abelowqg wymiaru g zdefi-
niowang nad ciotem algebraicznie domknietym K charakterystyki p > 0.

(i) Morfizm mnozenia przez n [n] : A — A jest izogeniq stopnia n?9.
(i1) Jeslip =0 lubpftn, to :

Aln] = ker[n] = (Z/nZ)*.

(1i) Jesli p > 0, to istnieje liczba catkowita 0 < r < g taka, ze dla dowolnego
t>1 Alpl] = (Z/p'Z)"

Twierdzenie 4.2.22. Niech A bedzie rozmaitosciq abelowg. Definiujemy mor-
fizmy 0,0, 71,70 : AXA — A okreslone wzorami o(x,y) = z+y, d(z,y) = z—y,
mi(x,y) = x oraz ma(x,y) = y. Wowczas dla dowolnej klasy ¢ € Cl(A) naste-
pujgce warunki sq réwnowazne:

(i) [F]fe=c
(it) o*c+ 6%c = 2nic+ m5c

Uwaga: w przypadku rozwazania grupy dywizoréw Div powyzsze réwnosci klas
dywizoréw przechodzg w relacje liniowej rownowaznosci ~ pomiedzy nimi.

Twierdzenie 4.2.23 (|[BG06, Prop. 8.6.4]). Niech A/K bedzie rozmaitoscig
abelowq nad ciatem K. Wowczas istnieje dywizor D € Div(A), ktory jest
bardzo szeroki. Rownowaznie istnieje zanurzenie A — P".

Ponadto dywizor C = D+ [—1]*D jest bardzo szeroki oraz symetryczny, tj.
C ~ [-1]*C.

Rozmaitosé abelowa dualna

Definicja 4.2.24 (Sktadowa spojna w Pic(A), grupa NS(A)). Niech A bedzie
rozmaitoscig abelowa. Grupe dywizoréw niezmienniczych na translacje o punkt
domkniety z A bedziemy oznaczali Pic’(A):

Pic’(A) = {c € Pic(A) | tic = ¢ dla dowolnego punktu domknigtego a € A},

gdzie t, : A — A jest translacja o punkt domkniety a € A. Grupa Nérona-
Severiego rozmaitosci A oznaczana NS(A) nazywamy grupe ilorazowsa

Pic(A)/Pic®(A).

Fakt 4.2.25. Niech A, B bedq rozmaitosciami abelowymi nad ciatem k. Wow-
czas iloczyn rozwtdkniony A — Spec(k) i B — Spec(k) postaci A X gpec(r) B jest
rozmaitoscig abelowq

Dowdd. Wynika to z definiji rozmaitosci abelowej jako schematu oraz zachowa-
nia wlasnosci catkowitosci i zupelnoéci schematu przy braniu produktéow. [
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Twierdzenie 4.2.26. Niech A bedzie rozmaitosciq abelowq. Istnieje wowczas
rozmaitos$é A oraz klasa dywizoréw P € Pic(A x A) taka, Ze odwzorowania:

A = Pic®(A) : a— i (P),

A= Pi®(A) : a — iX(P)

sa bijekcjami. Odwzorowanie iz : A — A x A odwzorowuje iz(a) = (a,a).
Podobnie definiujemy odwzorowanie iq : A — A x A, i,(d) = (a,d).

Rozmaitosé A spetniajaca powyzsze wtasnosci i klasa P (symetryczna) sq
jedyne z doktadnoscig do izomorfizmu rozmaitosci abelowych.

Definicja 4.2.27 (Rozmaitos¢ dualna). Niech A bedzie rozmaitoscia abelowa
iA bedzie okredlona jak w twierdzeniu powyzej. Rozmaito$¢ abelowa A na-
zywamy rozmaitoscia abelowa dualna do A, a kazdy dywizor z klasy P
nazywamy dywizorem Poincarégo.

Dalsze wlasnosci krzywych eliptycznych

W ponizszym paragrafie oméwimy pokrotce konstrukcje modelu Weierstrassa
krzywej eliptycznej i pokazemy jak w naturalny sposéb skonstruowaé dziata-
nie grupowe i podamy jego interpretacje geometryczng, ktéra umozliwi nam
pézniejsze praktyczne obliczenia na punktach krzywe;j.

Twierdzenie 4.2.14 pociaga, ze dywizor kanoniczny K dla rozmaitosci abe-
lowej E wymiaru 1 jest rowny 0. Stosujac Twierdzenie 4.2.12 dla dowolnego
efektywnego dywizora D > 0 otrzymamy, ze l(D) = deg(D). W szczegolnosci
z definicji krzywej eliptycznej wynika, ze istnieje punkt Py € F(k) idlan >1
zachodzi:

dim Ly (nPy) = n.

Ponizej skonstruujemy z pewnych wybranych elementéw z L,, = Li(nPp)
funkcje, ktére na punktach domknietych schematu beda przyjmowaé wartosci
w rozszerzeniach ciata k. Doktadniej, dla kazdego punktu domknietego = € F
element f € Ox(U) dla x € U przyjmuje wartosc:

f(l') = f € OX,x/mzy

ktory jest obrazem f przy odwzorowaniu kanonicznym:
Ox(U) — OX@/gﬁx = k(l’)

Ponadto w przypadku rozmaitosci algebraicznych ciato k(x) jest skonczonym
rozszerzeniem k, czyli funkcje f € Ox(U) na punktach domknietych przyjmuja
zawsze wartosci w ustalonym domknieciu k.

Zerem funkcji f € Ox(U) nazywamy punkt domkniety x € U dla ktorego
wartos¢ f(z) = 0. Podobnie jesli y € X, punkt domkniety i y ¢ U, to funkcja
f € Ox(U) ma biegun w y jesli f nie przedluza sie do funkcji g € Ox (V)
okreslonej w punkcie x € V' i takiej, ze g |[unv=f |unv-
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Mozna pokazaé, ze zachodza nastepujace réwnosci:

L=k

Lo=k®dkx
Ls=k®kxdky
Li=k®ks®ky® ka?

Ls =k® ke @ ky ® ka? & kay

Elementy z,y € k(FE). Ponadto przestrzen Lg ma wymiar 6 i zawiera 7 funkcji:
17 Zz, .’IJ2, .T3, Y, Ty, y2 € L6~

Istnieje nietrywialna liniowa relacja miedzy elementami. Analizujac zera i bie-
guny poszczegblnych z nich oraz wykorzystujac bardzo szeroki system liniowy
|3Py| dostajemy izomorfizm na obraz:

¢:E— P2
na punktach domknietych p € E(k) postaci ¢(p) = (1,z(p),y(p)). Nietry-
wialna relacja zadaje rozmaitos¢ algebraiczna w }P’z.
Ogolne réwnanie krzywej eliptycznej E w ]P’i przymuje postac:

Y2Z + a1 XYZ +a3YZ? = XP + a2 X?Z + ays X Z* + ag Z°, (4.1)

gdzie ay,a9,as,aq,a6 € k. Punkt Py € E(k) odwzorowuje si¢ na ¢(FPp) =
(0,1,0) zwany punktem w nieskonczonosci (jest to jedyny punkt na krzy-
wej (4.1) spelniajacy warunek Z = 0).

Przy zatozeniu, ze chark # 2,3 mozna sprowadzi¢ rownanie krzywej elip-
tycznej E w ]P’z do postaci:

Y2Z = X3+ AXZ + BZ3.

Definicja 4.2.28 (Posta¢ Weierstrassa). Niech E bedzie krzywa eliptyczna
nad cialem k. Postacia Weierstrassa krzywej nazywamy rownanie w P37
postaci:

Y2Z + a1 XY Z +asYZ? = X3+ 4y X?Z + ay X Z? + ag Z°

definiujace krzywa gtadka.
Skrécong postacia Weierstrassa krzywej E nad ciatem k charaktery-
styki réznej od 2 i 3 nazywamy réwnanie:

Y%7 = X3+ AXZ + BZ3.

W szczegdlnosci na czedci afinicznej Pi zadanej przez Z = 1 dostaniemy
odpowiednie réwnania afiniczne krzywej eliptyczne;j.
Definiujemy stowarzyszone z réwnaniem

Y2Z + a1 XYZ 4 asYZ? = X3 + 0o X% Z + au X Z? + a 2>
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pomocnicze funkcje:

by = a? + 4ay,
by = 2a4 + ayas,
b6 = a§ + 4&6,

bg = a%ag + dasag — ajazay + agag — ai,

cy = b3 — 24by,
A = —b3bg — 8b3 — 27b2 + babybs,
_q
A

Definicja 4.2.29 (Wyréznik krzywej i j-niezmiennik krzywej eliptycznej).
Wyrdéznikiem krzywej eliptycznej w postaci Weierstrassa nazywamy zde-
finiowana powyzej liczbe A.

Liczbe j okre$lona powyzej nazywamy j-niezmiennikiem krzywej elip-
tycznej w postaci Weierstrassa.

Twierdzenie 4.2.30 ([Sil86, III,Prop.1.4]). Niech E bedzie krzywq eliptyczng

nad ciotem k. Wowczas krzywa E jest gltadka wtedy i tylko wtedy, gdy A # 0.
Niech E i E' bedq krzywymi nad ciatem k o j-niezmiennikach j i j' odpo-

wiednio. Wowczas By 1 E/E sq izomorficzne witedy 1 tylko wtedy, gdy 7 = j'.

Metoda siecznych mozna zdefiniowa¢ geometryczne dodawanie w zbiorze
punktow E(K) dla dowolnego rozszerzenia k C K C k (patrz [Sil86, I1I]).

Przyktad 4.2.31 (Prawo dodawania na krzywej eliptycznej). Niech E bedzie
krzywa eliptyczna nad ciatem k o afinicznej czedci w postaci Weierstrassa:

Equfy - y2 + a1xy + asy = 2 + asr® + agx + ag.

Krzywa eliptyczna E bedziemy utozsamiali z jej modelem rzutowym. Punkt
O = (0,1,0) jest punktem w nieskoriczonosci.
Wszystkie morfizmy rozmaitodci algebraicznych bedziemy ponizej definio-
waé wylacznie na punktach domknietych.
(Element przeciwny)
inv: E—FE

Niech Py = (x0,%0) € E(k). Definiujemy:

(@) Py=0

inv(Po) = { (o, —yo — ar1xop —az) Py #O

(Dodawanie punktow)
m:ExE—FE

Niech Py = (x1,91), P2 = (22, y2) € E(k). Wowczas zachodza 3 przypadki.
Jesdli x1 = x9 oraz y1 +yo + a1xs + ag =0, to

m(Pr, P) = O.
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W przeciwnym przypadku, gdy 1 # x2, to mamy:

P3 - (333,3/3)a
\ = Y2 — 1 7
T2 — I1
Y12 — Y21
V= """
Tr9 — I1

x3:)\2+a1/\—a2—x1—l‘2,

yzs=—(A+ai)zs —v—as

1 m(Pl,PQ) = P3.
Jezeli x1 = x9, to definiujemy:

 3x% + 20911 + as — a1
N 291 + a1x1 + as

—JJ‘? —+ a4, + 2@6 — asyi
2y1 + a1w1 + as

A

i formuty na z3,y3 identyczne jak w przypadku 1 # xo oraz
m(Pl, Pg) = Pg.

Tak okreslone odwzorowania przedtuzajg sie do morfizmoéw schematu gru-
powego E nad k. W szczegdlnosci dla kazdego ciata k C K C k zbiér E(K)
jest grupa przemienng z identycznoscia Ok i dodawaniem oraz elementem
przeciwnym okreslonymi powyzszymi formutami.
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k(x) ciato reszt 84

Div(X) dywizor Weila 86
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div(f) dywizor funkcji 87
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dim X wymiar schematu 84

A wyrdznik krzywej eliptycznej 93
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