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Zadanie 4

Niech V = {a + bt + ct2 : a, b, c ∈ R} b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ wielo-
mianów stopnia co najwy»ej 2 o wspóªczynnikach rzeczywistych. Znale¹¢ w
przestrzeni dualnej V ∗ = {φ : V → R | φ liniowe} baz¦ dualn¡ C∗ do bazy
C = {1, (t− 1), (t− 1)2} w V . Baz¡ standardow¡ w przestrzeni V jest baza
B = {1, t, t2}. Zapisa¢ wektory bazy dualnej w bazie standardowej B.

Sprawdzenie, »e zbiór C jest baz¡ V Wystarczy zauwa»y¢, »e przestrze«
liniowa V jest wymiaru 3 oraz

a · 1 + b · (t− 1) + c · (t− 1)2 = a− b+ c+ (b− 2c)t+ ct2.

Je±li mamy dowolny wielomian α+βt+γt2 ∈ V to przyrównuj¡c wspóªczyn-
niki dostajemy ukªad równa«

α = a− b+ c
β = b− 2c
γ = c

Ukªad ten ma jedyne rozwi¡zanie
a = α + β + γ
b = β + 2γ
c = γ

St¡d wiemy, »e wielomiany ze zbioru C rozpinaj¡ caª¡ przestrze« V . Ponadto
powy»szy ukªad równa« daje nam te» ich liniow¡ niezale»no±¢ (gdy a+ b(t−
1) + c(t− 1)2 = 0, to α = β = γ = 0 i st¡d a = b = c = 0).

Baza dualna Oznaczmy na potrzeby tego paragrafu wektory z bazy B przez
e1 =, e2 = t i e3 = t2. Z kolei dla bazy C: f1 = 1, f2 = t− 1 i f3 = (t− 1)2.

Baza dualna do bazy C skªada si¦ z funkcji liniowych φi ∈ V ∗ dla i ∈ {1, 2, 3},
które speªniaj¡ warunki

φi(fj) =

{
1 , i = j
0 , i 6= j

Przykªadowo funkcja φ1 dziaªa nast¦puj¡co

φ1(uf1 + vf2 + wf3) = u.

Chcemy zapisa¢ dziaªanie tych funkcji w bazie standardowej B. Dla wektora
φ1 szukamy wi¦c wyra»enia

φ1(xe1 + ye2 + ze3)
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Musimy zapisa¢ zatem baz¦ B jako kombinacje liniowe wektorów z C. Mamy

e1 = f1,

e2 = f1 + f2,

e3 = f1 + 2f2 + f3.

Sprawdzenie powy»szych równo±ci jest bezpo±rednie. Uzyskanie ich polega na
rozwi¡zaniu odpowiedniego ukªadu równa«, który tutaj pomijam (robili±my
ju» podobne zadania przed poprzednim kolokwium).

Zapisujemy teraz

xe1 + ye2 + ze3 = xf1 + y(f1 + f2) + z(f1 + 2f2 + f3)

= (x+ y + z)f1 + (y + 2z)f2 + zf3

i dla funkcjonaªu φ1 mamy

φ1(xe1 + ye2 + ze3) = φ1((x+ y + z)f1 + (y + 2z)f2 + zf3) = x+ y + z,

gdzie w ostatniej równo±ci skorzystali±my z faktu, »e φ1(f1) = 1 i φ1(f2) = 0
oraz φ1(f3) = 0. Analogiczne rozumowanie dla funkcjonaªów φ2 i φ3 daje
nam

φ2(xe1 + ye2 + ze3) = y + 2z

oraz
φ3(xe1 + ye2 + ze3) = z.

Zatem w bazie standardowej B = {e1, e2, e3} = {1, t, t2} dostali±my nast¦pu-
j¡c¡ posta¢ bazy dualnej do bazy C

φ1(x+ yt+ zt2) = x+ y + z,

φ2(x+ yt+ zt2) = y + 2z,

φ3(x+ yt+ zt2) = z.

Zauwa»my, »e je±li dla wielomianu f zde�niujemy funkcj¦ φλ,k(f) = f (k)(λ)
k!

dla λ ∈ R i dowolnego naturalnego k (obliczamy k-t¡ pochodn¡ w punkcie λ
dziel¡c wyra»enie przez k silnia) to dla przestrzeni liniowej

Vn = {a0 + a1t+ . . .+ ant
n : a0, . . . , an ∈ R}

i bazy C = {1, (t− λ), (t− λ)2, . . . , (t− λ)n} baza dualna C∗ = {φ1, . . . , φn}
skªada si¦ z funkcji, które w bazie standardowej B = {1, t, t2, . . . , tn} maj¡
posta¢

φi(a0 + a1t+ . . .+ ant
n) = φλ,i(a0 + a1t+ . . .+ ant

n).

Powy»ej rozwi¡zane zadanie stanowiªo przypadek szczególny tego ogólnego
faktu dla λ = 1 i n = 2.
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