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Zadanie 4

De�niujemy ci¡g liczbowy {yn}∞n=0 taki, »e

y0 = 2, y1 = 2

i dla n ≥ 2 elementy zadajemy wzorem

yn+2 = 2yn+1 + yn

Znale¹¢ funkcj¦ f(n), »e yn = f(n).
Rozwi¡zanie Okre±lamy wektor vn = (yn+1, yn) (pierwszy z tych wekto-

rów v0 = (y1, y0)). Zauwa»my, »e zachodzi relacja(
yn+2

yn+1

)
=

(
2 1
1 0

)(
yn+1

yn

)
Zauwa»my, »e startuj¡c od wektora v0 dostajemy zale»no±¢

v1 = Av0

dla

A =

(
2 1
1 0

)
.

W podobny sposób v2 = A2v0, v3 = A3v0 i ogólnie

vn = Anv0

Zatem musimy znale¹¢ zwarty wzór na n-t¡ pot¦g¦ macierzy A (podobnie
jak w Zadaniu 3). Sprawdzamy czy macierz daje si¦ zdiagonalizowa¢. Mamy
wielomian charakterystyczny macierzy A

f(x) = −1− 2x+ x2

Szukamy rozwi¡za« równania f(x) = 0. Otrzymamy x ∈ {1 +
√
2, 1−

√
2}.

Mo»emy obliczy¢ odpowiadaj¡ce tym warto±ciom wªasnym wektory wªasne.
Dla x = 1+

√
2 otrzymamy wektor (1 +

√
2, 1). Dla x = 1−

√
2 otrzymamy

wektor wªasny (1−
√
2, 1). Podobnie jak w Zadaniu 3 wybieramy teraz baz¦

zªo»on¡ z wy»ej podanych wektorów wªasnych i zapisuj¡c macierz przej±cia
z tej bazy do bazy standardowej

S =

(
1 +
√
2 1−

√
2

1 1

)
1



otrzymamy zale»no±¢

S−1AS =

(
1 +
√
2 0

0 1−
√
2

)
Praw¡ stron¦ z ªatwo±ci¡ podnosimy do pot¦gi n i dostaniemy ostatecznie

An = S

(
(1 +

√
2)n 0

0 (1−
√
2)n

)
S−1

Obliczamy teraz wzór na wektor vn

vn = Anv0 =

(
(1 +

√
2)n 0

0 (1−
√
2)n

)
S−1v0

Mno»¡c kolejne skªadniki (najlepiej pomno»y¢ najpierw S−1 przez v0 i pó¹niej
mno»y¢ przez kolejne skªadniki) otrzymamy ostatecznie

vn =

( (
1−
√
2
)n+1

+
(
1 +
√
2
)n+1(

1−
√
2
)n

+
(
1 +
√
2
)n )

St¡d wiemy, »e yn =
(
1−
√
2
)n

+
(
1 +
√
2
)n
.
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