Kolokwium - przykltady, Bartosz Naskrecki
Zadanie 4

Definiujemy ciag liczbowy {y,, }°°, taki, ze
Yo=2,0h =2
i dla n > 2 elementy zadajemy wzorem

Yn+2 = 2yn+1 + Yn

Znalez¢ funkcje f(n), ze y, = f(n).
Rozwiazanie Okreslamy wektor v, = (Yn11,Yn) (pierwszy z tych wekto-
row vg = (y1,Y0)). Zauwazmy, ze zachodzi relacja

Yn+2 _ 2 1 Yn+1
Yn+1 10 Yn
Zauwazmy, ze startujac od wektora vy dostajemy zalezno$¢

v = Avg

2 1
(1)
W podobny sposob v, = A%vy, v3 = A3vy 1 ogdlnie

v, = A"y

Zatem musimy znalez¢ zwarty wzor na n-ta potege macierzy A (podobnie
jak w Zadaniu 3). Sprawdzamy czy macierz daje sie zdiagonalizowa¢. Mamy
wielomian charakterystyczny macierzy A

f(z) = —1—22 + 2?

Szukamy rozwigzan rownania f(z) = 0. Otrzymamy = € {1 + /2,1 — v/2}.
Mozemy obliczy¢ odpowiadajgce tym wartosciom wlasnym wektory wlasne.
Dla z = 1+ /2 otrzymamy wektor (1 4+ 1/2,1). Dla z = 1 — /2 otrzymamy
wektor whasny (1 —+/2,1). Podobnie jak w Zadaniu 3 wybieramy teraz baze
ztozona z wyzej podanych wektoréw wlasnych i zapisujac macierz przejscia
z tej bazy do bazy standardowe;j
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otrzymamy zaleznos¢

Glag ( 1+O\/§ 1_0@)

Prawa strone z tatwoscia podnosimy do potegi n i dostaniemy ostatecznie

Obliczamy teraz wzor na wektor v,

(1+v2)" 0 ) S 1u

U = AMvo = ( 0 (1—-v2)"

Mnozac kolejne sktadniki (najlepiej pomnozyé¢ najpierw S~! przez vy i poZniej
mnozy¢ przez kolejne sktadniki) otrzymamy ostatecznie

) :((1_\/§)n+1+(1+\/§)n+1>
" (1-v2)"+ (1+v2)"

Stad wiemy, ze y, = (1 — \/§)n + (1 + \/§)n



