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Zadanie 3

Dana jest macierz kwadratowa

A =

 0 −1 −1
−1 0 −1
−1 −1 0


Znale¹¢ posta¢ macierzy An dla dowolnego n ∈ N. Rozwi¡zanie Kluczowe
do rozwi¡zania tego zadania jest przedstawienie macierzy A w takiej bazie,
aby jej posta¢ byªa najprostsza mo»liwa (najbli»sza diagonalnej). Startujemy
od obliczenia wielomianu charakterystycznego macierzy

f(x) = det(M − Ix) = −(−1 + x)2(2 + x).

Zatem mamy dwie warto±ci wªasne x = 1 i x = −2. Poka»emy teraz, »e mimo
tylko 2 warto±ci wªasnych, macierz jest diagonalizowalna (ma 3 liniowo nie-
zale»ne wektory wªasne). Stosuj¡c standardow¡ metod¦ (np. jak w Zadaniu
2) sprawdzamy odpowiednie przestrzenie rozwi¡za« ukªadów równa«.

Av = xv

gdzie v = (u, v, w) zapisany jako wektor kolumnowy. Dla x = −2 otrzymamy
jednowymiarow¡ przestrze« rozwi¡za« generowan¡ przez wektor (1, 1, 1).

Dla x = 1 dostaniemy dwa liniowo niezale»ne wektory wªasne (−1, 0, 1)
i (−1, 1, 0). Sprawdzamy, »e faktycznie wszystkie 3 wektory tworz¡ baz¦ (w
szczególno±ci, »e s¡ liniowo niezale»ne)

det

 1 1 1
−1 0 1
−1 1 0

 = −3

Maj¡c zadan¡ baz¦ B = {(1, 1, 1), (−1, 0, 1), (−1, 1, 0)} zªo»on¡ z wekto-
rów wªasnych mamy posta¢ macierzy A w bazie B

MBB(A) = S−1AS

gdzie S jest macierz¡ przej±cia z bazyB do bazy standardowej {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)},
czyli

S =

 1 −1 −1
1 0 1
1 1 0



1



Ostatecznie dostajemy zale»no±¢ −2 0 0
0 1 0
0 0 1

 = S−1AS

Teraz zauwa»my, »e mamy nast¦puj¡c¡ eleganck¡ wªasno±¢

(S−1AS)2 = S−1ASS−1AS = S−1AIAS = S−1A2S

i ogólnie (mo»na to pokaza¢ np. przez indukcj¦)

(S−1AS)n = S−1AnS

Oczywi±cie, to co potrzebowali±my, to odwracalno±¢ macierzy S, czyli SS−1 =
I, gdzie I jest macierz¡ identyczno±ciow¡. W naszym przypadku stosuj¡c t¦
reguª¦ dostaniemy wzór −2 0 0

0 1 0
0 0 1

n

= S−1AnS

Szukamy wzoru na macierz An, wi¦c musimy powy»sz¡ równo±¢ lewostronnie
pomno»y¢ przez S i prawostronnie przez S−1, otrzymuj¡c

S

 −2 0 0
0 1 0
0 0 1

n

S−1 = An

Zauwa»my, »e macierz diagonalna po lewej stronie szczególnie ªatwo podnosi
si¦ do pot¦gi  −2 0 0

0 1 0
0 0 1

n

=

 (−2)n 0 0
0 1 0
0 0 1


Skoro wiemy jak¡ posta¢ ma macierz S, to po rachunkach otrzymamy

An =

 1
3
(2 + (−2)n) 1

3
(−1 + (−2)n) 1

3
(−1 + (−2)n)

1
3
(−1 + (−2)n) 1

3
(2 + (−2)n) 1

3
(−1 + (−2)n)

1
3
(−1 + (−2)n) 1

3
(−1 + (−2)n) 1

3
(2 + (−2)n)


Mo»na teraz wstawiaj¡c dowoln¡ warto±¢ n otrzyma¢ szybko posta¢ macierzy
An (o ile oczywi±cie szybko potra�my obliczy¢ liczb¦ 2n).
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