
Kolokwium 2 - przykªady, Bartosz Naskr¦cki

Zadanie 2

Znale¹¢ rzut prostopadªy wektora (1, 0, 0) na podprzestrze« rozpi¦t¡ przez
wektory {(1, 2, 3), (2, 3, 4)}. Zadanie wydaje si¦ skromne, ale zrobimy je na
dwa sposoby. Jeden b¦dzie okropny i wymaga robienia peªnej ortogonalizacji
(to co pokazywaªem na ¢wiczeniach). Drugi jest prosty, ªadny i szybki (tego
nie zd¡»yªem pokaza¢ do ko«ca na ¢wiczeniach - oto prezentuj¦ reszt¦).

Uwagi ogólne Obie metody powy»ej przenosz¡ si¦ bezpo±rednio na dowolny
wymiar przestrzeni i zawsze dziaªaj¡ dobrze z jednym wektorem.

Przez caªy poni»szy wywód iloczyn skalarny de�niujemy nast¦puj¡co

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 = (x1, x2, x3)

 y1
y2
y3

 .

Norma wektora ||v|| =
√
〈v, v〉.

Metoda z wykorzystaniem ortogonalizacjiDany jest wektor v1 = (1, 2, 3).
Musimy unormowa¢ wektor dostaj¡c

w1 =
1

||v1||
v1 =

(
1√
14
,

√
2

7
,

3√
14

)
.

Teraz znajdujemy drugi wektor startuj¡c od wektora v2:

u = v2 − (〈w1, v2〉)w1,

w2 =
1

||u||
u.

Sprawdzamy, »e oba wektory s¡ ortogonalne

〈w1, w2〉 = 〈 1

||v1||
v1,

1

||u||
u〉

=
1

||v1||
· 1

||u||
〈v1, v2 − (〈w1, v2〉)w1〉

= (
1

||v1||
· 1

||u||
)(〈v1, v2〉 − (〈w1, v2〉)〈v1, w1〉)

= (
1

||v1||
· 1

||u||
)(〈v1, v2〉 − (〈v1, v2〉)

〈v1, v1〉
〈v1, v1〉

) = 0.
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Ponadto mamy tak jak byªo potrzebne ||w1|| = 1 i ||w2|| = 1. Teraz wy-
bieramy dowolny wektor, który nie nale»y do podprzestrzeni w R3 rozpi¦tej
przez wektory w1, w2 (z samego procesu ortogonalizacji wiemy, »e pozostaj¡
one liniowo niezale»ne o ile na wej±ciu dostali±my wektory liniowo niezale»ne).
Mamy

w1 =

(
1√
14
,

√
2

7
,

3√
14

)
,

w2 =

(
4√
21
,

1√
21
,− 2√

21

)
.

Zauwa»my, »e caªy czas mamy dan¡ t¦ sam¡ podprzestrze« co na pocz¡tku

U = lin({v1, v2}) = lin({w1, w2}).

Wystarczy w takim razie znale¹¢ po prostu wektor liniowo niezale»ny od
wektorów v1 i v2,np. e = (0, 0, 1)

det

 1 2 3
2 3 4
0 0 1

 = −1

co dowodzi liniowej niezale»no±ci wektorów. Uzupeªniamy teraz baz¦ naszych
wektorów ortonormalnych {w1, w2} do bazy R3 za pomoc¡ wektora e. Mamy

e′ = e− 〈w1, e〉w1 − 〈w2, e〉w2

w3 =
1

||e′||
e′.

Wektor w3 jest ortogonalny do wektorów w1 i w2 (prosz¦ to rozpisa¢ bez
znajdowania wspóªrz¦dnych !) oraz speªnia ||w3|| = 1. Ma posta¢

w3 =

(
1√
6
,−
√

2

3
,

1√
6

)
.

Maj¡c wspóªrz¦dne mo»na jeszcze raz sprawdzi¢, »e

〈w1, w2〉 = 〈w1, w3〉 = 〈w2, w3〉 = 0.

Wektory B = {w1, w2, w3} stanowi¡ baz¦ przestrzeni R3. Zatem nasz wektor
(1, 0, 0) zapisuje si¦ jako

(1, 0, 0) = α1w1 + α2w2 + α3w3.

2



Chcemy znale¹¢ rzut prostopadªy tego wektora na podprzestrze« U , czyli
szukamy takiego wektora r ∈ U , »e

〈(1, 0, 0)− r, r〉 = 0. (∗)

We¹my zatem
r = α1w1 + α2w2.

Sprawdzimy czy tak zadany r speªnia powy»szy warunek (∗).

〈(1, 0, 0)− r, r〉 = 〈α1w1 + α2w2 + α3w3 − (α1w1 + α2w2), α1w1 + α2w2〉

= 〈α3w3, α1w1 + α2w2〉
= 〈α3w3, α1w1〉+ 〈α3w3, α2w2〉
= α3α1〈w3, w1〉+ α3α2〈w3, w2〉

= α3α1 · 0 + α3α2 · 0 = 0.

Pozostaje nam obliczenie wspóªczynników α1 i α2. Zauwa»my, »e w caªej me-
todzie w ogóle nie potrzebowali±my wspóªczynnika α3 ani dokªadnej postaci
wektora w3 (tutaj policzyªem tylko, aby zwi¦kszy¢ pedagogiczn¡ warto±¢ tego
obja±nienia..). To bardzo wa»ne, bo oznacza, »e w czasie liczenia na kolo-
kwium wystarczy tylko znale¹¢ baz¦ ortogonaln¡ tej przestrzeni, na któr¡
rzutujemy, czyli wektory w1 i w2 i pami¦ta¢, »e zawsze mo»na to uzupeª-
ni¢ do bazy caªej przestrzeni (co gwarantuje nam rozwi¡zalno±¢ zadania !).
Wspóªczynniki obliczamy nast¦puj¡co

〈(1, 0, 0), w1〉 = 〈α1w1 + α2w2 + α3w3, w1〉 = α1

czyli w naszym przypadku

α1 = 〈(1, 0, 0),

(
1√
14
,

√
2

7
,

3√
14

)
〉.

Podobnie otrzymamy
〈(1, 0, 0), w2〉 = α2

α2 = 〈(1, 0, 0),

(
4√
21
,

1√
21
,− 2√

21

)
〉

i ostatecznie

α1 =
1√
14

oraz

α2 =
4√
21
.
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Zatem nasz wektor r rzutu prostopadªego wektora (1, 0, 0) na podprzestrze«
U (zauwa»my, »e geometrycznie jest to po prostu pªaszczyzna Π o równaniu
x− 2y + z = 0) ma wspóªrz¦dne

r = α1w1 + α2w2 =

(
5

6
,
1

3
,−1

6

)
i w sensie geometrycznym jest to wektor z pªaszczyzny Π, który le»y naj-
bli»szej w sensie odlegªo±ci zadanej przez nasz iloczyn skalarny (czyli w tym
przypadku odlegªo±ci euklidesowej) do wektora (1, 0, 0). Inaczej, dªugo±¢

||(1, 0, 0)− r||

jest najmniejsza mo»liwa.

Druga metoda - prostsza obliczeniowo Tworzymy z naszych wektorów
v1 i v2 macierz kolumn

A =

 1 2
2 3
3 4

 .

Je±li obie kolumny s¡ liniowo niezale»ne, to macierz ATA b¦dzie odwracalna

ATA =

(
1 2 3
2 3 4

) 1 2
2 3
3 4

 =

(
14 20
20 29

)
.

Dlaczego tak jest ? Otó» wystarczy pokaza¢, »e ATAv = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy Av = 0 i zachodzi to dla dowolnego wektora v (w naszym przy-
padku o dwóch wspóªrz¦dnych). Z jednej strony je±li Av = 0, to mno»¡c
lewostronnie przez macierz AT otrzymujemy ATAv = 0 (zwracam uwag¦ na
myl¡cy zapis, gdzie 0 oznacza wektor zerowy !). Z drugiej strony, gdyby
ATAv = 0, to mno»¡c z lewej strony przez transpozycj¦ wektora v mamy

vTATAv = 0

(Av)T (Av) = 0,

ale lewa strona to po prostu iloczyn skalarny 〈Av,Av〉 = (Av)T (Av). Ko-
rzystaj¡c z faktu, »e suma kwadratów liczb rzeczywistych jest równa zero
dokªadnie wtedy, gdy wszystkie liczby s¡ równe zero mamy oczywi±cie dla
dowolnego wektora u, »e 〈u, u〉 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy u = 0 (wektor
zerowy). Zatem w naszym przypadku wynika z tego, »e Av = 0 !

Teraz po prostu konstruujemy odpowiedni¡ macierz

P = A(ATA)−1AT .
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W naszym przypadku mamy

P =

 1 2
2 3
3 4

( 29
6
−10

3

−10
3

7
3

)(
1 2 3
2 3 4

)
=

 5
6

1
3
−1

6
1
3

1
3

1
3

−1
6

1
3

5
6

 .

Dlaczego taka dziwna macierz ? �atwo sprawdzi¢, »e je±li mamy wektor v,
który chcemy zrzutowa¢ na podprzestrze« rozpi¦t¡ przez kolumny macierzy
A, to wektor

b = Pv

jest poszukiwanym rzutem. Uzasadnienie: musimy sprawdzi¢, »e wektor v−b
jest ortogonalny do wektora b oraz, »e b jest kombinacj¡ liniow¡ kolumn z
macierzy A. Zauwa»my, »e

P 2 = PP = (A(ATA)−1AT )(A(ATA)−1AT )

= A(ATA)−1(ATA)(ATA)−1AT = A(ATA)−1AT = P.

Taki warunek oznacza, »e macierz P nazywamy projekcj¡. Dodatkowo

P T = (A(ATA)−1AT )T = (AT )T (((ATA)−1)T )AT = A(((ATA)T )−1)AT

= A(ATA)−1AT = P,

czyli macierz P jest dodatkowo symetryczna. Skorzystali±my tu z prostego
faktu, »e branie transpozycji jest przemienne z odwracaniem macierzy ((X)T )−1 =
(X−1)T . Ponadto zauwa»my, »e

Pv = A(((ATA)−1AT )v) = Aw =

 1 2
2 3
3 4

( w1

w2

)
= w1

 1
2
3

+w2

 2
3
4

 ,

wiec obraz dowolnego wektora v przez P jest kombinacj¡ liniow¡ kolumn z
A.

Teraz mo»emy pokaza¢, »e rzut Pv wektora v jest prostopadªy do v − Pv
(czyli, »e dostaniemy to co w poprzedniej metodzie, tylko mniejszym wysiª-
kiem obliczeniowym). Traktujemy wektor v jako wektor kolumnowy i iloczyn
skalarny 〈a, b〉 = aT b (uwaga na poczatku zadania!).

〈v − Pv, Pv〉 = (v − Pv)Tv = (vT − (Pv)T )Pv = vTPv − (vTP TPv)

= vTPv − vT (PP )v = vTPv − vTPv = 0.

Skorzystali±my z wyprowadzonej powy»ej wªasno±ci P T = P oraz P 2 =
PP = P oraz prost¡ wªasno±¢ dla macierzy (X + Y )T = XT + Y T .
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W naszym zadaniu zatem wystarczy teraz pomno»y¢ macierz P przez wektor

v =

 1
0
0



Pv =

 5
6

1
3
−1

6
1
3

1
3

1
3

−1
6

1
3

5
6

 1
0
0

 =

 5
6
1
3

−1
6

 .

Jak wida¢, wynik zgadza si¦ z poprzedni¡ metod¡, chocia» tutaj wykorzy-
stali±my tylko mno»enie czterech macierzy i policzenie jednej odwrotno±ci
!
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