Kolokwium 2 - przyktady, Bartosz Naskrecks

Zadanie 2

Znalez¢ rzut prostopadly wektora (1,0,0) na podprzestrzen rozpieta przez
wektory {(1,2,3),(2,3,4)}. Zadanie wydaje sie skromne, ale zrobimy je na
dwa sposoby. Jeden bedzie okropny i wymaga robienia pelnej ortogonalizacji
(to co pokazywalem na ¢wiczeniach). Drugi jest prosty, tadny i szybki (tego
nie zdazylem pokazac¢ do korica na ¢wiczeniach - oto prezentuje reszte).

Uwagi og6lne Obie metody powyzej przenoszg sie bezposrednio na dowolny
wymiar przestrzeni i zawsze dziataja dobrze z jednym wektorem.

Przez caly ponizszy wywod iloczyn skalarny definiujemy nastepujaco
Y1

((z1,72,23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + Tay2 + T3Yy3 = (T1,T2,23) | V2
Y3

Norma wektora ||[v|| = v/ (v, v).

Metoda z wykorzystaniem ortogonalizacji Dany jest wektor v; = (1,2, 3).
Musimy unormowa¢ wektor dostajac
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Teraz znajdujemy drugi wektor startujac od wektora vs:

u = vy — ((wy, va))wy,
1
Wy = —U.
||

Sprawdzamy, ze oba wektory sa ortogonalne
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Ponadto mamy tak jak bylo potrzebne |jwi|| = 11 [|ws|| = 1. Teraz wy-
bieramy dowolny wektor, ktory nie nalezy do podprzestrzeni w R? rozpiete;
przez wektory wi, ws (z samego procesu ortogonalizacji wiemy, ze pozostaja
one liniowo niezalezne o ile na wejsciu dostaliémy wektory liniowo niezalezne).
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Zauwazmy, ze caly czas mamy dang te sama podprzestrzen co na poczatku

U = lin({vy,v2}) = lin({wy, wa}).
Wystarczy w takim razie znalez¢ po prostu wektor liniowo niezalezny od

wektorow vy i ve,np. e = (0,0, 1)
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co dowodzi liniowej niezaleznosci wektoréw. Uzupelniamy teraz baze naszych
wektorow ortonormalnych {w;, ws} do bazy R3 za pomoca wektora e. Mamy

¢ =e— (wy, e)w; — (wy, e)ws
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Wektor ws jest ortogonalny do wektorow w; i we (prosze to rozpisaé¢ bez
znajdowania wspohrzednych !) oraz spelnia ||ws|| = 1. Ma postac

Majac wspolrzedne mozna jeszcze raz sprawdzic, ze

W3 =

(wy, we) = (wy, w3) = (we, ws) = 0.

Wektory B = {wy, wy, w3} stanowig baze przestrzeni R?. Zatem nasz wektor
(1,0,0) zapisuje sie jako

(1, 0, O) = W + Wy + QizWs.
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Chcemy znalezé rzut prostopadly tego wektora na podprzestrzen U, czyli
szukamy takiego wektora r € U, ze

<(17 07 O) - T) = 0. (*)
WeZmy zatem
T = Q1w + QWs,.

Sprawdzimy czy tak zadany r spelnia powyzszy warunek (x).
((1,0,0) = r, 1) = (aqwy + apws + agws — (1w + agws), aqw; + ews)

= (gws, a1wy + asws)
= (agws, ayw) + (azws, aows)
= gy (ws, wy) + agas(ws, we)
= agay - 0+ azas -0 =0.

Pozostaje nam obliczenie wspotczynnikow oy i . Zauwazmy, ze w calej me-
todzie w ogdle nie potrzebowalismy wspotczynnika a3 ani doktadnej postaci
wektora ws (tutaj policzylem tylko, aby zwiekszy¢ pedagogiczna wartosé tego
objasnienia..). To bardzo wazne, bo oznacza, ze w czasie liczenia na kolo-
kwium wystarczy tylko znalezé baze ortogonalng tej przestrzeni, na ktora
rzutujemy, czyli wektory w; i wy i pamieta¢, ze zawsze mozna to uzupel-
ni¢ do bazy catej przestrzeni (co gwarantuje nam rozwiazalnosé zadania !).
Wspolezynniki obliczamy nastepujaco

<(1, 0, 0), w1> = <041U)1 + QW9 + 3Ws, w1> =

czyli w naszym przypadku
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Podobnie otrzymamy
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Zatem nasz wektor r rzutu prostopadlego wektora (1,0,0) na podprzestrzen
U (zauwazmy, ze geometrycznie jest to po prostu plaszczyzna IT o réwnaniu
x — 2y + z = 0) ma wspolrzedne
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1 w sensie geometrycznym jest to wektor z plaszczyzny II, ktory lezy naj-

blizszej w sensie odleglosci zadanej przez nasz iloczyn skalarny (czyli w tym
przypadku odlegtosci euklidesowej) do wektora (1,0,0). Inaczej, dtugosé
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jest najmniejsza mozliwa.

Druga metoda - prostsza obliczeniowo Tworzymy z naszych wektoréw
v1 1 v9 macierz kolumn

1 2
A= 2 3
3 4

Jegli obie kolumny sg liniowo niezalezne, to macierz AT A bedzie odwracalna
1 2
v, (123 (14 20
a=(y i)z )= (0 m)

Dlaczego tak jest 7 Otoéz wystarczy pokazaé, ze AT Av = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy Av = 0 i zachodzi to dla dowolnego wektora v (w naszym przy-
padku o dwoch wspohrzednych). Z jednej strony jesli Av = 0, to mnozac
lewostronnie przez macierz AT otrzymujemy AT Av = 0 (zwracam uwage na
mylacy zapis, gdzie 0 oznacza wektor zerowy !). 7 drugiej strony, gdyby
AT Av = 0, to mnozac z lewej strony przez transpozycje wektora v mamy

vITATAv =0
(Av)” (Av) = 0,

ale lewa strona to po prostu iloczyn skalarny (Av, Av) = (Av)T(Av). Ko-
rzystajac z faktu, ze suma kwadratow liczb rzeczywistych jest rowna zero
doktadnie wtedy, gdy wszystkie liczby sa réwne zero mamy oczywiscie dla
dowolnego wektora u, ze (u,u) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy u = 0 (wektor
zerowy). Zatem w naszym przypadku wynika z tego, ze Av =0 !

Teraz po prostu konstruujemy odpowiedniag macierz

P = A(ATA) AT,
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W naszym przypadku mamy
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Dlaczego taka dziwna macierz ? FLatwo sprawdzi¢, ze jesli mamy wektor v,

ktory chcemy zrzutowac na podprzestrzen rozpieta przez kolumny macierzy
A, to wektor
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jest poszukiwanym rzutem. Uzasadnienie: musimy sprawdzi¢, ze wektor v—b
jest ortogonalny do wektora b oraz, ze b jest kombinacja liniowa kolumn z
macierzy A. Zauwazmy, ze

P? = PP = (A(ATA)TAT)(A(ATA)tAT)
= A(ATA)HATA)(ATA) AT = A(ATA) AT = P,
Taki warunek oznacza, ze macierz P nazywamy projekcja. Dodatkowo
Pt = (A(ATA)TTAT)T = (AT (((ATA) )N AT = A(((ATA)")"HAT
= A(ATA)TAT = P,

czyli macierz P jest dodatkowo symetryczna. SkorzystaliSmy tu z prostego
faktu, ze branie transpozycji jest przemienne z odwracaniem macierzy ((X)7)~!
(X~ HT. Ponadto zauwazmy, ze

1 2 1 2
Pv=A(((ATA) AT v)=Aw=| 2 3 ( o ) =w | 2 |4w | 3
3 4 )\ 3 4

wiec obraz dowolnego wektora v przez P jest kombinacja liniowa kolumn z
A.

Teraz mozemy pokazaé, ze rzut Pv wektora v jest prostopadty do v — Pv
(czyli, ze dostaniemy to co w poprzedniej metodzie, tylko mniejszym wysil-
kiem obliczeniowym). Traktujemy wektor v jako wektor kolumnowy i iloczyn
skalarny (a,b) = a’b (uwaga na poczatku zadania!).

(v — Pv, Pv) = (v — Pv)Tv = (v — (Pv)")Pv = v" Pv — (v PT Pv)

= v Py — o (PP)v = v"Pv — 0" Pv=0.

Skorzystaliémy z wyprowadzonej powyzej wlasnosci PT = P oraz P? =
PP = P oraz prosta wlasnos¢ dla macierzy (X +Y)T = X7 + YT,
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W naszym zadaniu zatem wystarczy teraz pomnozy¢ macierz P przez wektor

1
v=1| 0
0
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Jak widaé¢, wynik zgadza sie z poprzednia metoda, chociaz tutaj wykorzy-
staliSmy tylko mnozenie czterech macierzy i policzenie jednej odwrotnosci
!



