Kolokwium - przykltady, Bartosz Naskrecki
Zadanie 2
Dana jest macierz zalezna od dwoch parametréow a,b € R
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Obliczy¢ jej wielomian charakterystyczny oraz wskazaé wartosci wlasne i wek-
tory wtasne. Udowodnié, ze macierz jest zawsze diagonalizowalna oraz zna-
lez¢ jej postaé¢ diagonalna.

Rozwiazanie Oznaczmy na potrzeby zadania nasza macierz przez A(a, b).
Obliczamy najpierw wielomian charakterystyczny

f(x) =det(A(a,b) — Ix) = —(2a — x)(b — x)x

Rozwiazania rOwnania
flz) =0

sa wartosciami wlasnymi zadanej macierzy, czyli sa to liczby
z € {0,b,2a}

Zauwazmy, ze jesli a = b = 0, to mamy dokladnie jedna wartos¢ wtasna.
Podobnie, gdy a = % ib =1, to mamy tylko dwie rézne wartosci wlasne.
Ogolnie, gdy a # 01 b # 01 a # 2b, to mamy trzy rézne wartosci wtasne.

W szczegdlnodei jesli zachodzi przypadek, ze mamy trzy rézne wartosci
wlasne, to poniewaz kazdej wartosci wtasnej odpowiada co najmniej jeden
wektor wlasnych (i dla parami roznych wartosci wlasnych wektory takie sa
liniowo niezalezne), to w tym przypadku (nawet bez liczenia wektoréw wta-
snych) mozemy stwierdzié¢, ze macierz jest diagonalizowalna, tj. istnieje taka
macierz przejscia z bazy do bazy S, ze

00 0
S7tA(a,b)S=1 0 a 0
0 0 2b

Oczywiscie ustawiajac w innej kolejnosci wektory bazowe, mozemy dostaé
dowolna ustawienie elementéow na przekatnej (oczywidcie z inng macierza
przejscia S’).

UWAGA W przypadku, gdy mamy mniej wartosci wlasnych niz wynosi
wymiar macierzy, wowczas bez obliczania wektoréw wlasnych nie mozemy
stwierdzi¢ czy macierz bedzie diagonalizowalna czy nie.



Obliczanie wektoréow wtasnych odbywa sie zgodnie z regulta:
A(a,b)r = xr

gdzie r jest szukanym wektorem wlasnym i x jest pierwiastkiem réwnania
f(z) = 0 podanego powyzej.
Oczywidcie, otrzymujemy réwnowazng zaleznosé

(A(a,b) — Iz)r =0

gdzie 0 oznacza wektor zerowy (0, 0, 0) zapisany jako kolumna. Niech w takim
razie r = (u,v,w). Obliczymy wszystkie liniowo niezalezne wektory wtasne.
Przypadek I x = 0.
Wowcezas musimy rozwigzaé rOwnanie

a 0 a U 0
0 b O ) = 0
a 0 a W 0

Roéwnowaznie otrzymujemy uktad rownan:

au+aw =0
bv=20

au+aw =10

Jesli b # 0, to v =01 jedli a # 0, to u = —w, czyli otrzymujemy rozwigzanie
U —1
v =w 0
w 1

dla dowolnego w # 0. Zatem przestrzen rozwigzan tego uktadu réownan jest
jednowymiarowa i generowana przez wektor (—1,0, 1), ktory jest wektorem
wlasnym dla wartosci wlasnej 0.

Jesli b = 01 a # 0, to wowczas dostajemy dwuwymiarowa przestrzen
rozwiazan

U —1 0
v =w 0 +ou| 1
W 1 0

czyli oznacza to, ze mamy dwa liniowo niezalezne wektory wlasne, ktore
odpowiadaja wartosci wlasnej zero (przypominam, ze b = 0!), a dokladnie

(—1,0,1),(0,1,0)
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Jesli b #£ 01 a = 0, to z uktadu rownan odczytujemy, ze v = 0 1 u,w s3
dowolne, czyli ponownie mamy dwuwymiarows przestrzen rozwigzan

U 1 0
) =ul|l 0 | +w]| O
w 0 1

generowana przez dwa liniowo niezalezne wektory (1,0,0) i (0,0,1) (bedace
wektorami wlasnymi dla wartosci wlasnej 0).

Jesli zachodzi przypadek @ = 01 b = 0, to macierz A(a,b) jest wow-
czas macierza zerowa i wektory (1,0,0), (0,1,0) oraz (0,0, 1) tworza liniowo
niezalezny uklad i sa wektorami wtasnymi dla wartosci wlasnej 0.

Przypadek II x= 2a

Woéwcezas musimy obliczy¢ rozwigzania uktadu

—a 0 a u 0
0 b—2a O v = 0
a 0 —a w 0

Analizowali$my juz sytuacje, gdy a = 0, wiec mozemy zalozy¢ teraz, ze

a # 0.

Wowcezas otrzymujemy uktad réwnan

aw —au =10
(b—2a)v=0
au —aw =10

7 pierwszego i ostatniego réwnania otrzymamy, ze v = w. Drugie réwnanie
mozemy podzieli¢ przez (b — 2a) o ile b # 2a. Ten przypadek daje nam, ze
v =0, czyli jako przestrzen rozwigzan otrzymujemy

U 1
v =ul| O
w 1

Zatem wektorem wlasnym dla wartosci wlasnej 2a jest wektor (1,0, 1).
W przypadku, gdy b = 2a, dostajemy, ze v jest dowolne i przestrzen
rozwigzan zwicksza wymiar o jeden, czyli

U 1 0
) ul O +ov| 1
w 1 0

Zatem w tym przypadku dla wartosci wlasnej 2a (réwnej rowniez b) dosta-
jemy dwa liniowo niezalezne wektory wlasne (1,0,1) 1 (0, 1,0).
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Przypadek IIT x=b
Szukamy rozwigzan ukladu rownan

a—>b 0 a U 0
0 0 0 v =10
a 0 a—0» w 0

Réwnowaznie
(a—bu+aw=0
0=0
au+ (a —b)jw =0

Zakladamy, ze a # 0ib # 01 b # 2a (wszystkie te przypadki byty
juz analizowane). Wowczas dodajac stronami roéwnanie pierwsze i trzecie
dostajemy, ze

(2a —b)(u+w) =0

i korzystajac z zatozenia 2a # b, dostajemy u = —w. Wstawiajac do trzeciego
réwnania otrzymujemu

bu=20

Ale z zatozenia b # 0, wiec u = 0 i wtedy réwniez w = 0. Zauwazmy, ze v
jest dowolne (nie wystepuje w zadnym z rownan). Stad przestrzen rozwigzan
ma postac

U 0
v = 1
w 0

i wartosci wlasnej b odpowiada jeden wektor wlasny (0,1,0) (rowniez jego
wielokrotnosci, ale tych oczywiscie nie bierzemy pod uwage - szukaliSmy tylko
wektorow liniowo niezaleznych).

Zauwazmy teraz, ze 7 calej powyzszej analizy, niezaleznie od zalozen na
a i b mozemy stwierdzi¢, ze

1. wartosci wlasnej 0 na pewno odpowiada wektor wtasny (—1,0,1).

2. wartosci wlasnej 2a na pewno odpowiada wektor wtasny (1,0, 1).

3. wartosci wlasnej b na pewno odpowiada wektor wtasny (0, 1,0).
Zauwazmy, ze wektory (—1,0,1), (1,0,1) i (0, 1,0) sa liniowo niezalezne

—1

det =2

_ o O
O = =
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i do tego rozpinaja cala przestrzen liniows R3. Zatem zbiér
B = {(_17 07 1)? (17 07 1)7 (Ou 17 0)}

jest baza przestrzeni liniowej R? i macierz A(a, b) zapisana wzgledem tej bazy
ma postac

0 0 O —% 0 % a 0 a -1 10
0 2¢ 0 | = % 0 % 0 b 0 0 01
0 0 b 0 1 0 a 0 a 1 10

Uzyliémy tutaj macierzy przejscia S

-1
S = 0
1

— O
=)

od bazy B do bazy E i zapisalismy macierz Mgg(A(a,b)) za pomoca formuty
MBB<A(CL, b)) == S_IA(CL, b)S

otrzymujac ostatecznie, ze macierz A(a,b) zapisana w bazie sktadajacej sie z
wektorow wiasnych B ma postaé diagonalng

0
2a
0

MBB(A<CZ, b)) =

o O O
S O O



