
Kolokwium - przykªady, Bartosz Naskr¦cki

Zadanie 2

Dana jest macierz zale»na od dwóch parametrów a, b ∈ R a 0 a
0 b 0
a 0 a


Obliczy¢ jej wielomian charakterystyczny oraz wskaza¢ warto±ci wªasne i wek-
tory wªasne. Udowodni¢, »e macierz jest zawsze diagonalizowalna oraz zna-
le¹¢ jej posta¢ diagonaln¡.

RozwiazanieOznaczmy na potrzeby zadania nasz¡ macierz przezA(a, b).
Obliczamy najpierw wielomian charakterystyczny

f(x) = det(A(a, b)− Ix) = −(2a− x)(b− x)x

Rozwi¡zania równania
f(x) = 0

s¡ warto±ciami wªasnymi zadanej macierzy, czyli s¡ to liczby

x ∈ {0, b, 2a}

Zauwa»my, »e je±li a = b = 0, to mamy dokªadnie jedn¡ warto±¢ wªasn¡.
Podobnie, gdy a = 1

2
i b = 1, to mamy tylko dwie ró»ne warto±ci wªasne.

Ogólnie, gdy a 6= 0 i b 6= 0 i a 6= 2b, to mamy trzy ró»ne warto±ci wªasne.
W szczególno±ci je±li zachodzi przypadek, »e mamy trzy ró»ne warto±ci

wªasne, to poniewa» ka»dej warto±ci wªasnej odpowiada co najmniej jeden
wektor wªasnych (i dla parami ró»nych warto±ci wªasnych wektory takie s¡
liniowo niezale»ne), to w tym przypadku (nawet bez liczenia wektorów wªa-
snych) mo»emy stwierdzi¢, »e macierz jest diagonalizowalna, tj. istnieje taka
macierz przej±cia z bazy do bazy S, »e

S−1A(a, b)S =

 0 0 0
0 a 0
0 0 2b


Oczywi±cie ustawiaj¡c w innej kolejno±ci wektory bazowe, mo»emy dosta¢
dowoln¡ ustawienie elementów na przek¡tnej (oczywi±cie z inn¡ macierz¡
przej±cia S ′).

UWAGA W przypadku, gdy mamy mniej wartosci wªasnych ni» wynosi
wymiar macierzy, wówczas bez obliczania wektorów wªasnych nie mo»emy
stwierdzi¢ czy macierz b¦dzie diagonalizowalna czy nie.
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Obliczanie wektorów wªasnych odbywa si¦ zgodnie z reguª¡:

A(a, b)r = xr

gdzie r jest szukanym wektorem wªasnym i x jest pierwiastkiem równania
f(x) = 0 podanego powy»ej.

Oczywi±cie, otrzymujemy równowa»n¡ zale»no±¢

(A(a, b)− Ix)r = 0

gdzie 0 oznacza wektor zerowy (0, 0, 0) zapisany jako kolumna. Niech w takim
razie r = (u, v, w). Obliczymy wszystkie liniowo niezale»ne wektory wªasne.

Przypadek I x = 0.
Wówczas musimy rozwi¡za¢ równanie a 0 a

0 b 0
a 0 a

 u
v
w

 =

 0
0
0


Równowa»nie otrzymujemy ukªad równa«:

au+ aw = 0
bv = 0

au+ aw = 0

Je±li b 6= 0, to v = 0 i je±li a 6= 0, to u = −w, czyli otrzymujemy rozwi¡zanie u
v
w

 = w

 −10
1


dla dowolnego w 6= 0. Zatem przestrze« rozwi¡za« tego ukªadu równa« jest
jednowymiarowa i generowana przez wektor (−1, 0, 1), który jest wektorem
wªasnym dla warto±ci wªasnej 0.

Je±li b = 0 i a 6= 0, to wówczas dostajemy dwuwymiarow¡ przestrze«
rozwi¡za«  u

v
w

 = w

 −10
1

+ v

 0
1
0


czyli oznacza to, »e mamy dwa liniowo niezale»ne wektory wªasne, które
odpowiadaj¡ warto±ci wªasnej zero (przypominam, »e b = 0 !), a dokªadnie

(−1, 0, 1), (0, 1, 0)
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Je±li b 6= 0 i a = 0, to z ukªadu równa« odczytujemy, »e v = 0 i u,w s¡
dowolne, czyli ponownie mamy dwuwymiarow¡ przestrze« rozwi¡za« u

v
w

 = u

 1
0
0

+ w

 0
0
1


generowan¡ przez dwa liniowo niezale»ne wektory (1, 0, 0) i (0, 0, 1) (b¦d¡ce
wektorami wªasnymi dla warto±ci wªasnej 0).

Je±li zachodzi przypadek a = 0 i b = 0, to macierz A(a, b) jest wów-
czas macierz¡ zerow¡ i wektory (1, 0, 0), (0, 1, 0) oraz (0, 0, 1) tworz¡ liniowo
niezale»ny ukªad i s¡ wektorami wªasnymi dla warto±ci wªasnej 0.

Przypadek II x= 2a
Wówczas musimy obliczy¢ rozwi¡zania ukªadu −a 0 a

0 b− 2a 0
a 0 −a

 u
v
w

 =

 0
0
0


Analizowali±my ju» sytuacj¦, gdy a = 0, wi¦c mo»emy zaªo»y¢ teraz, »e

a 6= 0.
Wówczas otrzymujemy ukªad równa«

aw − au = 0
(b− 2a)v = 0
au− aw = 0

Z pierwszego i ostatniego równania otrzymamy, »e u = w. Drugie równanie
mo»emy podzieli¢ przez (b − 2a) o ile b 6= 2a. Ten przypadek daje nam, »e
v = 0, czyli jako przestrze« rozwi¡za« otrzymujemy u

v
w

 = u

 1
0
1


Zatem wektorem wªasnym dla warto±ci wªasnej 2a jest wektor (1, 0, 1).
W przypadku, gdy b = 2a, dostajemy, »e v jest dowolne i przestrze«

rozwi¡za« zwi¦ksza wymiar o jeden, czyli u
v
w

u

 1
0
1

+ v

 0
1
0


Zatem w tym przypadku dla warto±ci wªasnej 2a (równej równie» b) dosta-
jemy dwa liniowo niezale»ne wektory wªasne (1, 0, 1) i (0, 1, 0).
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Przypadek III x=b
Szukamy rozwi¡za« ukªadu równa« a− b 0 a

0 0 0
a 0 a− b

 u
v
w

 =

 0
0
0


Równowa»nie 

(a− b)u+ aw = 0
0 = 0

au+ (a− b)w = 0

Zakªadamy, »e a 6= 0 i b 6= 0 i b 6= 2a (wszystkie te przypadki byªy
ju» analizowane). Wówczas dodaj¡c stronami równanie pierwsze i trzecie
dostajemy, »e

(2a− b)(u+ w) = 0

i korzystaj¡c z zaªo»enia 2a 6= b, dostajemy u = −w. Wstawiaj¡c do trzeciego
równania otrzymujemu

bu = 0

Ale z zaªo»enia b 6= 0, wi¦c u = 0 i wtedy równie» w = 0. Zauwa»my, »e v
jest dowolne (nie wyst¦puje w »adnym z równa«). St¡d przestrze« rozwi¡za«
ma posta¢  u

v
w

 = v

 0
1
0


i warto±ci wªasnej b odpowiada jeden wektor wªasny (0, 1, 0) (równie» jego
wielokrotno±ci, ale tych oczywi±cie nie bierzemy pod uwage - szukali±my tylko
wektorów liniowo niezale»nych).

Zauwa»my teraz, »e z caªej powy»szej analizy, niezale»nie od zaªo»e« na
a i b mo»emy stwierdzi¢, »e

1. warto±ci wªasnej 0 na pewno odpowiada wektor wªasny (−1, 0, 1).

2. warto±ci wªasnej 2a na pewno odpowiada wektor wªasny (1, 0, 1).

3. warto±ci wªasnej b na pewno odpowiada wektor wªasny (0, 1, 0).

Zauwa»my, »e wektory (−1, 0, 1), (1, 0, 1) i (0, 1, 0) s¡ liniowo niezale»ne

det

 −1 0 1
1 0 1
0 1 0

 = 2
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i do tego rozpinaj¡ caª¡ przestrze« liniow¡ R3. Zatem zbiór

B = {(−1, 0, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 0)}

jest baz¡ przestrzeni liniowej R3 i macierz A(a, b) zapisana wzgl¦dem tej bazy
ma posta¢ 0 0 0

0 2a 0
0 0 b

 =

 −1
2

0 1
2

1
2

0 1
2

0 1 0

 a 0 a
0 b 0
a 0 a

 −1 1 0
0 0 1
1 1 0


U»yli±my tutaj macierzy przej±cia S

S =

 −1 1 0
0 0 1
1 1 0


od bazy B do bazy E i zapisali±my macierz MBB(A(a, b)) za pomoc¡ formuªy

MBB(A(a, b)) = S−1A(a, b)S

otrzymuj¡c ostatecznie, »e macierz A(a, b) zapisana w bazie skªadaj¡cej si¦ z
wektorów wªasnych B ma posta¢ diagonaln¡

MBB(A(a, b)) =

 0 0 0
0 2a 0
0 0 b



5


