
Kolokwium 2 - przykªady, Bartosz Naskr¦cki

Zadanie 1

Dana jest forma dwuliniowa f : R3 × R3 → R wzorem

f((x, y, z), (u, v, w)) = ux+ wx+ vy + wy + uz + vz + 3wz.

Znale¹¢ macierz tej formy oraz sprawdzi¢, »e jest symetryczna, a tak»e zna-
le¹¢ stowarzyszon¡ z ni¡ form¦ kwadratow¡. Sprowadzi¢ znalezion¡ form¦ do
postaci kanonicznej metod¡ uzupeªnienia do peªnego kwadratu oraz metod¡
Jacobiego, a tak»e metod¡ wykorzystuj¡c¡ ortogonalizacj¦ Grama-Schmidta.

Macierz formy Wyznaczamy macierz formy w bazie standardowej e1 =
(1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1). Macierz ta jest zadana wzorem

M = (aij),

gdzie ai,j = f(ei, ej) (zwracam uwag¦, »e i jest numerem wiersza, natomiast
j kolumny). Obliczamy

M =

 f((1, 0, 0), (1, 0, 0)) f((1, 0, 0), (0, 1, 0)) f((1, 0, 0), (0, 0, 1))
f((0, 1, 0), (1, 0, 0)) f((0, 1, 0), (0, 1, 0)) f((0, 1, 0), (0, 0, 1))
f((0, 0, 1), (1, 0, 0)) f((0, 0, 1), (0, 1, 0)) f((0, 0, 1), (0, 0, 1))

 .

Ostatecznie

M =

 1 0 1
0 1 1
1 1 3

 .

Oczywi±cie mo»na dokona¢ sprawdzenia czy poprawnie wykonali±my oblicze-
nia sprawdzaj¡c równo±¢

(x, y, z)

 1 0 1
0 1 1
1 1 3

 u
v
w

 = f((x, y, z), (u, v, w)).

Forma dwuliniowa jest symetryczna Tutaj sprawdzenie nie jest specjal-
nie skomplikowane. Wystarczy policzy¢ wyra»enie

f((u, v, w), (x, y, z))

i przyrówna¢ je do f((x, y, z), (u, v, w)).

Mo»na równie» zauwa»y¢, »e macierz M jest symetryczn, tj. M = MT , wiec
skoro

f(a, b) = aMbT
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dla wektorów a = (x, y, z) i b = (u, v, w). Transponuj¡c stronami

f(a, b)T = (aMbT )T .

Transpozycja liczby f(a, b) to po prostu ona sama (uto»samiamy liczb¦ z
macierz¡ o wymiarach 1 na 1). Przy mno»eniu macierzy transpozycja zmienia
kolejno±¢ mno»enia: (XY )T = Y TXT . Zatem

f(a, b) = (bT )TMTaT .

Dwukrotne transponowanie macierzy przywraca j¡ do postaci pocz¡tkowej
((X)T )T , czyli

f(a, b) = bMTaT .

Korzystamy teraz z faktu, »e M = MT i

f(a, b) = bMaT .

Ale prawa strona równo±ci to

f(b, a) = bMaT .

�¡cz¡c obie równo±ci dostajemy, »e odwzorowanie f jest symetryczne

f(a, b) = f(b, a).

Stowarzyszona forma kwadratowa Skoro wiemy ju», »e odwzorowanie
f jest dwuliniowe i symetryczne, to mo»emy zde�niowa¢ dla niego form¦
kwadratow¡ okre±lon¡ wzorem

q(a) = aMaT

dla a = (x, y, z).

UWAGA Je±li macierz M nie byªaby symetryczna, to dla wyra»enia q(a) =
aMaT zawsze mo»na znale¹¢ now¡ macierz B = 1

2
(M + MT ), która jest

symetryczna i speªnia q(a) = aBaT .

W naszym zadaniu forma przybiera posta¢

q(x, y, z) = x2 + y2 + 2xz + 2yz + 3z2.

Sprowadzenie do postaci kanonicznej metod¡ uzupeªniania do peª-

nego kwadratu Uzupeªniamy najpierw ze wzgl¦du na zmienn¡ x

x2 + y2 + 2xz + 2yz + 3z2 = (x2 + 2xz) + 2yz + y2 + 3z2,
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(x2 + 2xz) + 2yz + y2 + 3z2 = (x+ z)2 − z2 + 2yz + y2 + 3z2.

Teraz uzupeªniamy ze wzgl¦du na zmienn¡ y (wszystkie wyra»enia z x po-
winny by¢ ju» tylko zawarte w jednym skªadniku sumy.

(x+ z)2 − z2 + y2 + 3z2 = (x+ z)2 + y2 + 2yz + 2z2

(x+ z)2 + y2 + 2yz + 2z2 = (x+ z)2 + (y + z)2 − z2 + 2z2

(x+ z)2 + (y + z)2 − z2 + 2z2 = (x+ z)2 + (y + z)2 + z2

Zatem dostajemy równo±¢

q(x, y, z) = (x+ z)2 + (y + z)2 + 2z2

Dokonujemy zamiany zmiennych x′ = x+ z, y′ = y+ z oraz z′ = z. Zamiana
dana jest relacj¡ macierzow¡ x′

y′

z′

 =

 1 0 1
0 1 1
0 0 1

 x
y
z


De�niuj¡c now¡ funkcj¦ q′(x′, y′, z′) = (x′)2 + (y′)2 + (z′)2 mamy zwi¡zek

q′(x′, y′, z′) = q(x, y, z)

czyli forma kwadratowa q′ wyznacza nam form¦ kanoniczn¡ dla formy q (za-
danej w bazie standardowej B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}) w nowej bazie
B′ = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (−1,−1, 1)}. Macierz przej±cia z bazy B do bazy B′

zadana jest macierz¡ odwrotn¡ do macierzy powy»ej, tzn.

P =

 1 0 −1
0 1 −1
0 0 1


Istotnie q(x′(1, 0, 0) + y′(0, 1, 0) + z′(−1,−1, 1)) = q(x′ − z′, y′ − z′, z′) =
(x′)2 + (y′)2 + (z′)2 = q′(x′, y′, z′).

Metoda Jacobiego W metodzie Jacobiego w przeciwie«stwie do wy»ej po-
danej metody Lagrange'a nie znajdziemy macierz przej±cia P od jednej bazy
formy do drugiej. Za to obliczenia b¦d¡ nieco krótsze i od razu otrzymamy
posta¢ kanoniczn¡. Poza tym metod¦ t¦ mo»emy zastosowa¢ tylko, gdy mi-
nory macierzy M nie b¦d¡ si¦ zerowaªy (w praktyce numerycznej zazwyczaj
tak b¦dzie, ale w rozwa»aniach teoretycznych cz¦sto wiemy, »e macierz M ma
np. wyznacznik równy zero !).
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Macierz formy kwadratowej q(x, y, z) jest postaci

M = (ai,j) =

 1 0 1
0 1 1
1 1 3

 .

Obliczamy kolejne minory
∆0 = 1

(ten z de�nicji przyjmuje tak¡ warto±¢);

∆1 = det(a11) = det(1) = 1

∆2 = det

(
a11 a12
a21 a22

)
= det

(
1 0
0 1

)
= 1

∆3 = det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 = det

 1 0 1
0 1 1
1 1 3

 = 1

Zatem istniej¡ nowe zmienne (x′, y′, z′) i macierz przej±cia P od bazy stan-
dardowej do pewnej nowej bazy taka, »e

P−1

 x′

y′

z′

 =

 x
y
z


oraz nasza forma kwadratowa q(x, y, z) = x2+y2+2xz+2yz+3z2 przyjmuje
now¡ posta¢

q(x, y, z) = q′(x′, y′, z′) =
∆0

∆1

(x′)2+
∆1

∆2

(y′)2+
∆2

∆3

(z′)2 = (x′)2+(y′1)2+(z′)2.

Metod z wykorzystaniem ortogonalizacji Teraz podamy ostatni¡ z me-
tod, któr¡ mo»na zastosowa¢, aby sprowadzi¢ form¦ kwadratow¡ do postaci
kanonicznej. Kluczowe dla tej metody jest twierdzenie, ze ka»da macierz sy-
metryczna o wspóªczynnikach rzeczywistych posiada baz¦ zªo»on¡ z wektorów
wªasnych. Co wi¦cej, wszystkie warto±ci wªasne s¡ liczbami rzeczywistymi.
Ponadto je±li dwa wektory wªasne v1 i v2 s¡ stowarzyszone z dwoma ró»nymi
warto±ciami wªasnymi, tzn. Mv1 = λ1v1 i Mv2 = λ2v2 i λ1 6= λ2. Wówczas
dla zwykªego iloczynu skalarnego 〈(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉 = x1y1+ . . . xnyn
zachodzi relacja

〈v1, v2〉 = 0,

4



czyli wektory v1 i v2 s¡ ortogonalne. Dla ka»dej podprzestrzeni liniowej wek-
torów

Vλ = {v ∈ V : Mv = λv}

mamy dla macierzy symetrycznejM baz¦ zªo»on¡ z wektorów wªasnych. Dla
ka»dego λ - warto±ci wªasnej szukamy bazy ortonormalnej takiej przestrzeni.
Wówczas zapisuj¡c wektory takich baz dla wszystkich warto±ci wªasnych
otrzymamy macierz P (jej kolumny b¦d¡ ustawionymi kolejno wektorami
ortonormalnymi), która jest ortogonalna, tzn.

PP T = P TP = I,

gdzie I jest macierz¡ identyczno±ciow¡.

W naszym przypadku macierz M ma wielomian charakterystyczny

g(x) = det(M − Ix) = 1− 5x+ 5x2 − x3 = −(−1 + x)(1− 4x+ x2)

= (1− x)(x− (2−
√

3))(x− (2 +
√

3)).

Obliczamy kolejno
V1 = {α(−1, 1, 0) : α ∈ R}

V2+
√
3 = {α

(
1

2

(
−1 +

√
3
)
,
1

2

(
−1 +

√
3
)
, 1

)
: α ∈ R}

V2−
√
3 = {α

(
1

2

(
−1−

√
3
)
,
1

2

(
−1−

√
3
)
, 1

)
: α ∈ R}

W naszej sytuacji mamy zatem 3 wektory wªasne i ka»da z przestrzeni wªa-
snych jest jednowymiarowa. W takim wypadku ortogonalizacja (czy raczej
ortonormalizacja) polega tylko na unormowaniu podanych wektorów).

W efekcie uzyskujemy 3 ortogonalne i unormowane wektory wªasne

v1 =

(
− 1√

2
,

1√
2
, 0

)
,

v2 =

(
1

2

√
1− 1√

3
,
1

2

√
1− 1√

3
,

√
1

6

(
3 +
√

3
))

v3 =

(
−1

2

√
1 +

1√
3
,−1

2

√
1 +

1√
3
,

1√
3 +
√

3

)
Mo»emy obliczy¢ bezpo±rednio, »e

〈v1, v2〉 = 0
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i podobnie dla pozostaªych dwóch par wektorów oraz, »e ||vi|| = 1 dla i ∈
{1, 2, 3}. Tworzymy teraz macierz P nast¦puj¡co

P = [v1 | v2 | v3].

UWAGA: zakªadamy, »e wektory vi zapisane powy»ej jako wiersze w macierzy
P traktujemy jako kolumny !. Zachodzi dla niej oczywi±cie wªasno±¢

P TP = PP T = I

ze wzgl¦du na ortogonalno±¢ wektorów oraz ich unormowanie. Ponadto
mamy te»

Mv1 = 1v1,

Mv2 = (2 +
√

3)v2,

Mv3 = (2−
√

3)v3.

Zatem iloczyn macierzy

P TMP = P T [Mv1 |Mv2 |Mv3] = P T [λ1v1 | λ2v2 | λ3v3],

gdzie λ1 = 1, λ2 = (2 +
√

3) i λ3 = (2−
√

3). Mamy vTi (λjvj) = 〈vi, λjvj〉 =
λj〈vi, vj〉 oraz

〈vi, vj〉 =

{
1 , i = j
0 , i 6= j

Zatem mo»emy doko«czy¢ wymna»anie macierzy

P T [λ1v1 | λ2v2 | λ3v3] = (λj〈vi, vj〉i,j) =

 λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 .

Teraz skoro nasza forma kwadratowa jest postaci

q(x, y, z) = (x, y, z)M

 x
y
z


to piszemy zamiane zmiennych x′

y′

z′

 = P

 x
y
z

 .
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Wstawiaj¡c do wzoru na form¦ kwadratow¡ otrzymamy

q(x, y, z) = (x′, y′, z′)P TMP

 x′

y′

z′


i korzystaj¡c z oblicze« powy»ej

q(x, y, z) = (x′, y′, z′)

 λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 x′

y′

z′

 .

Mamy wzór
q(x, y, z) = λ1(x

′)2 + λ2(y
′)2 + λ3(z

′)2,

q(x, y, z) = (x′)2 + (2 +
√

3)(y′)2 + (2−
√

3)(z′)2.

wraz z odpowiedni¡ macierz¡ przej±cia (a dokªadniej jest to macierz przej±cia
od standardowej do bazy {v1, v2, v3}). Zauwa»my na koniec, »e posta¢ ta jest
ró»na ni» w poprzednich dwóch metodach, ale ªatwo jest zauwa»y¢, »e skoro

2 >
√

3,

to wszystkie warto±ci wªasne s¡ dodatnie i mo»na wyci¡gn¡¢ z nich pier-
wiastek rzeczywisty, wi¦c mamy po drugiej zamianie zmiennych x′′ = x′,

y′′ =
√

2 +
√

3x′, z′′ =
√

2−
√

3z′ posta¢ tak¡ jak w poprzednich wersjach

q(x, y, z) = (x′′)2 + (y′′)2 + (z′′)2.
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