Kolokwium 2 - przyktady, Bartosz Naskrecks
Zadanie 1
Dana jest forma dwuliniowa f : R3 x R® — R wzorem

f(z,y,2), (u,v,w)) = ur + wr + vy + wy + uz + vz + 3wz.

Znalez¢ macierz tej formy oraz sprawdzi¢, ze jest symetryczna, a takze zna-
lez¢ stowarzyszona z nig forme kwadratowa. Sprowadzi¢ znaleziong forme do
postaci kanonicznej metoda uzupetnienia do pelnego kwadratu oraz metoda
Jacobiego, a takze metoda wykorzystujaca ortogonalizacje Grama-Schmidta.

Macierz formy Wyznaczamy macierz formy w bazie standardowej e; =
(1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 = (0,0,1). Macierz ta jest zadana wzorem

M = (ay),

gdzie a; ; = f(e;, e;) (zwracam uwage, ze ¢ jest numerem wiersza, natomiast
J kolumny). Obliczamy

f£((1,0,0),(1,0,0)) f((1,0,0),(0,1,0)) f((1,0,0),(0,0,1
M = f((O,l,O),(l,0,0)) f((071a0)7(07170)) f((OaLO)?(Oval))
f((0,0,1),(1,0,0))  f((0,0,1),(0,1,0)) f((0,0,1),(0,0,1

Ostatecznie

1 01
M=1011
11 3

Oczywiscie mozna dokona¢ sprawdzenia czy poprawnie wykonaliSmy oblicze-
nia sprawdzajac rownosé

P )

1 1
(r,y,2) | O 1 v = f((z,y, 2), (u,v,w)).
1 3

Forma dwuliniowa jest symetryczna Tutaj sprawdzenie nie jest specjal-
nie skomplikowane. Wystarczy policzyé¢ wyrazenie

f((u, 0,w), (2,9, 2))

i przyrownac je do f((z,vy, 2), (u,v,w)).

Mozna réwniez zauwazy¢, ze macierz M jest symetryczn, tj. M = M7, wiec
skoro
f(a,b) = aMb"
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dla wektorow a = (z,y,2) i b = (u,v,w). Transponujac stronami
F(a,b)T = (M.

Transpozycja liczby f(a,b) to po prostu ona sama (utozsamiamy liczbe z
macierzg o wymiarach 1 na 1). Przy mnozeniu macierzy transpozycja zmienia
kolejnos¢ mnozenia: (XY)T = YT XT. Zatem

fla,b) = (b)Y MTa”.

Dwukrotne transponowanie macierzy przywraca ja do postaci poczatkowej
(X)F), ezyli
f(a,b) =bM"a”.

Korzystamy teraz z faktu, ze M = M7 i
f(a,b) = bMa™.
Ale prawa strona réwnosci to
f(b,a) =bMa™.
Laczac obie réwnoéci dostajemy, ze odwzorowanie f jest symetryczne

f(av b) = f(b7 a)'

Stowarzyszona forma kwadratowa Skoro wiemy juz, ze odwzorowanie
f jest dwuliniowe i symetryczne, to mozemy zdefiniowaé¢ dla niego forme
kwadratowa okreslong wzorem

q(a) = aMa”

dla a = (z,y, 2).

UWAGA Jesli macierz M nie bylaby symetryczna, to dla wyrazenia ¢(a) =
aMa® zawsze mozna znalezé nowa macierz B = (M + M7), ktora jest
symetryczna i spelnia g(a) = aBa”.

W naszym zadaniu forma przybiera postaé

Q(xvya Z) = ZIJZ + y2 + 2xz + 2yz + 322.

Sprowadzenie do postaci kanonicznej metoda uzupelniania do pel-
nego kwadratu Uzupelniamy najpierw ze wzgledu na zmienng x

22y 2wz + 2yz + 327 = (2% 4 222) + 2yz + y? + 327,
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(2% + 212) + 2yz + y* + 32° = (z + 2)® — 2° + 2yz + y* + 327

Teraz uzupelhiamy ze wzgledu na zmienna y (wszystkie wyrazenia z x po-
winny by¢ juz tylko zawarte w jednym sktadniku sumy.

(x+2)? =22+ 2 +322 = (v + 2)? +9° + 2yz + 222
(x+2)2+yP+2yz+22% = (v +2)* + (y + 2)* — 22 +22°
(@422 + (y+2)° =22 +27 = (x4 2)° + (y+2)* +2°
Zatem dostajemy rownosé
q(r,y,2) = (v + 2)* + (y + 2)* + 227

Dokonujemy zamiany zmiennych 2’ = x + z, ¢ = y+ 2z oraz 2’ = 2. Zamiana
dana jest relacja macierzowa

/

T 1 01 T
y |=1011 Y
Z 0 01 z

Definiujac nowa funkcje ¢'(z',y', 2') = (2/)* + (¢¥')* + (2')* mamy zwiazek
¢,y 2) = q(z,y,2)

czyli forma kwadratowa ¢’ wyznacza nam forme kanoniczng dla formy ¢ (za-
danej w bazie standardowej B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}) w nowej bazie
B ={(1,0,0),(0,1,0),(—=1,—1,1)}. Macierz przejscia z bazy B do bazy B’
zadana jest macierza odwrotna do macierzy powyzej, tzn.

10 -1
P=101 -1
0 0 1

Istotnie ¢(2'(1,0,0) + 4/(0,1,0) + 2/(—=1,—-1,1)) = q(a' — 2,y — 2/,2) =
($/)2 + (y/)Q + (Z,)Q — q’(a:’,y’, Z’).

Metoda Jacobiego W metodzie Jacobiego w przeciwienstwie do wyzej po-
danej metody Lagrange’a nie znajdziemy macierz przejscia P od jednej bazy
formy do drugiej. Za to obliczenia beda nieco krotsze i od razu otrzymamy
posta¢ kanoniczna. Poza tym metode te mozemy zastosowaé tylko, gdy mi-
nory macierzy M nie beda sie zerowaly (w praktyce numerycznej zazwyczaj
tak bedzie, ale w rozwazaniach teoretycznych czesto wiemy, ze macierz M ma
np. wyznacznik rowny zero !).



Macierz formy kwadratowej q(z, vy, z) jest postaci

1 01
M = (am-) = 0 1 1
11 3
Obliczamy kolejne minory
Ag=1

(ten z definicji przyjmuje taka wartosc);

Ay = det(aq;) = det(1

AQ det ( 412 ) ) =1
22
aj; Q2 ais 1 01
Ag = det ag1 Q22 Q923 = det 011 =1
a31 a3z A3z 13

Zatem istnieja nowe zmienne (2,7, 2') i macierz przejscia P od bazy stan-
dardowej do pewnej nowej bazy taka, ze

T T
P—l y/ — y
Z z

oraz nasza forma kwadratowa q(x,y, z) = 2% +y? +2x2 + 2yz + 322 przyjmuje
nowg postac

0(0.9:2) = @y ) = TP TP+ T = @+ 1+

Metod z wykorzystaniem ortogonalizacji Teraz podamy ostatnia z me-
tod, ktora mozna zastosowac, aby sprowadzi¢ forme kwadratowa do postaci
kanonicznej. Kluczowe dla tej metody jest twierdzenie, ze kazda macierz sy-
metryczna o wspotezynnikach rzeczywistych posiada baze ztozona z wektorow
wlasnych. Co wiecej, wszystkie warto$ci wlasne sg liczbami rzeczywistymi.
Ponadto jesli dwa wektory wlasne v; i vy 53 stowarzyszone z dwoma r6éznymi
wartosciami wlasnymi, tzn. Mvy = A\jv; 1 Mvy = Mg 1 A\ # Ao, Wowcezas
dla zwyktego iloczynu skalarnego ((x1,...,2,), (Y1, -, Yn)) = T1Y1+- - - Tnln
zachodzi relacja
<U1, U2> = 0,



czyli wektory vy i v9 s ortogonalne. Dla kazdej podprzestrzeni liniowej wek-
torow

Vi={veV:Mv=>v}

mamy dla macierzy symetrycznej M baze ztozong z wektoréw wtasnych. Dla
kazdego A - wartosci wlasnej szukamy bazy ortonormalnej takiej przestrzeni.
Wowcezas zapisujac wektory takich baz dla wszystkich wartosci wlasnych
otrzymamy macierz P (jej kolumny beda ustawionymi kolejno wektorami
ortonormalnymi), ktora jest ortogonalna, tzn.

pPPT=PT'P =1,
gdzie I jest macierza identycznosciowa.
W naszym przypadku macierz M ma wielomian charakterystyczny
g(xr) =det(M — Iz) =1 -5z + 52 — 2° = —(—=1 + 2)(1 — 4z + 2?)
=(1—2)(z— (2-V3))(z— (2+V3)).

Obliczamy kolejno
Vi={a(-1,1,0) : « € R}

Vﬂﬁz{a(%(—uﬁ),%(—1+\/§),1) .o €R}

o= to (5 (-18) 3 (-1-¥6) 1) e

W naszej sytuacji mamy zatem 3 wektory wtlasne i kazda z przestrzeni wtla-
snych jest jednowymiarowa. W takim wypadku ortogonalizacja (czy raczej
ortonormalizacja) polega tylko na unormowaniu podanych wektorow).

W efekcie uzyskujemy 3 ortogonalne i unormowane wektory wtasne
< 1 1 0)
U1 = T T =y T = )
1 V2 V2
1 1 1 1 1
— (21— — 21— —, —(3 3)
() <2 \/ /32 \/ /3 6 ++/3 )

U Y A o A
T TR T s

Mozemy obliczy¢ bezposrednio, ze

(v1,v2) =0
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i podobnie dla pozostatych dwoch par wektorow oraz, ze ||v;|| = 1 dla i €
{1,2,3}. Tworzymy teraz macierz P nastepujaco

P:[U1|U2|03}.

UWAGA: zaktadamy, ze wektory v; zapisane powyzej jako wiersze w macierzy
P traktujemy jako kolumny !. Zachodzi dla niej oczywiscie wlasnosé

PT'pP=ppT =1

ze wzgledu na ortogonalnosé¢ wektoréw oraz ich unormowanie. Ponadto
mamy tez
Muvy = 1vy,

Muvy = (24 V3)us,
Muvs = (2 — V3)us.

Zatem iloczyn macierzy
PTMP = PT[Ml)l | MUQ | MU3] = PT[/\l?Jl | /\2’02 | /\3’03],

gdzie )\1 = 1, )\2 = (2 + \/§> i )\3 = (2 - \/g) Mamy ’UZ-T(/\]‘UJ‘) = <UZ', )\jvj> =

Aj (v, v;) oraz
1=y
<”“”j>_{o i

Zatem mozemy dokoriczy¢ wymnazanie macierzy

A0 00
PT[)\l'Ul | )\Q'UQ ‘ )\31}3} = ()\j<viavj>i,j) = 0 )\2 0
0 0 As

Teraz skoro nasza forma kwadratowa jest postaci

q(x,y,2) = (z,y,2) M | y

to piszemy zamiane zmiennych

T x
y | =Py
Z z



Wstawiajac do wzoru na forme kwadratowa otrzymamy

x
q(z,y,2) = (2, , ) PTMP | y
Z/
i korzystajac z obliczen powyzej
)\1 0 0 ZE,
q(z,y,2) = (2, ¥, )| 0 A 0 Y
0 0 )\3 Z/

Mamy wzor
q(w,y,2) = (@) + () + A (),

q(z,y,2) = (@' + 2+ V3) () + (2 - V3) ()"

wraz z odpowiednia macierza przejscia (a dokladniej jest to macierz przejécia
od standardowej do bazy {vy,ve,v3}). Zauwazmy na koniec, ze postaé ta jest
rézna niz w poprzednich dwéch metodach, ale tatwo jest zauwazy¢, ze skoro

2> /3,

to wszystkie wartoSci wlasne sa dodatnie i mozna wyciagna¢ z nich pier-

wiastek rzeczywisty, wiec mamy po drugiej zamianie zmiennych z” = 2/,

Y =\2+32, 2 = /2 — /32 posta¢ taka jak w poprzednich wersjach

q(z,y,2) = (") + ()" + (2")"



