
Kolokwium - przykªady, Bartosz Naskr¦cki

Zadanie 1

Dla zadanego odwzorowania liniowego w bazie standardowej T : R3 → R3

T (x, y, z) = (x+ z, y − x, 2z)

znale¹¢ jego macierz w bazachB = {(1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)} i C = {(0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}.
Rozwi¡zanie: Zapisujemy najpierw macierz odwzorowania T w bazie stan-
dardowej E = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}:

MEE(T ) =

 1 0 1
−1 1 0
0 0 2


Mamy zatem nast¦puj¡c¡ relacj¦: x+ z

y − x
2z

 =

 1 0 1
−1 1 0
0 0 2

 x
y
z


Musimy teraz znale¹¢ odpowiednie macierze przej±cia. Macierz S1 przej±cia
z bazy B do bazy standardowej E. W tym przypadku wystarczy wypisa¢
elementy bazy B jako kolumny (wzgledem bazy standardowej E).

S1 =

 1 0 1
1 1 0
0 1 1


Je±li wszystko poszªo dobrze, to macierz S1 powinna przeksztalcic wektor
(a, b, c) w kombinacj¦ liniow¡ a(1, 1, 0)+b(0, 1, 1)+c(1, 0, 1) = (a+c, a+b, b+c)
(zapisan¡ w bazie E).  a+ c

a+ b
b+ c

 = S1

 a
b
c


Teraz chcemy wyznaczy¢ macierz przej±cia od bazy E do bazy C.

Najpierw wyznaczamy macierz przej±cia od bazy C do bazy E (analogicz-
nie jak powy»ej). Nazwijmy j¡ S2. Wówczas mamy relacje, »e wektor (a, b, c)
jest przeksztaªcany na kombinacj¦ liniow¡ a(0, 0, 1)+b(0, 1, 1)+c(1, 1, 1) (za-
pisan¡ w bazie E):  c

b+ c
a+ b+ c

 = S2

 a
b
c


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ponadto macierz S2 ma posta¢

S2 =

 0 0 1
0 1 1
1 1 1


Teraz post¦pujemy nast¦puj¡co: mamy zadany wektor w bazie B, nazwijmy
go v = (a, b, c). Przedstawiamy go w bazie standardowej E i do tego sªu»y
nam macierz S1, czyli:

v′ = S1

 a
b
c


Wektor v′ jest zapisany w bazie standardowej, wiec przeksztaªcamy go za
pomoc¡ macierzy odwzorowania T zapisanej w bazie E, czyli

w′ = MEE(T )v
′

Wektor w′ jest zapisany w bazie standardowej E, a my chcemy mie¢ repre-
zentacj¦ tego wektora w bazie C. Skoro wiemy, »e macierz S2 przeksztaªca
wektory w bazie C do wektorów w bazie E, wi¦c mamy zale»no±¢

w′ = S2w,

gdzie w jest poszukiwanym przez nas wektorem zapisanym w bazie C. Ma-
cierz przej±cia S2 jest odwracalna (detS2 = −1), zatem

S−12 w′ = w

�acz¡c wszystki elementy razem otrzymujemy:

S2w = MEE(T )S1v

w = S−12 MEE(T )S1v

Wystarczy zatem obliczy¢ jeszcze macierz odwrotn¡ do macierzy S2

S−12 =

 0 −1 1
−1 1 0
1 0 0


Wektor v jest zapisany w bazie B, wektor w jest zapisany w bazie C, zatem
macierz

S−12 MEE(T )S1 =

 0 1 3
−1 0 −3
1 1 2


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jest macierz¡ odwzorowania T w bazach B i C, czyli

MBC(T ) = S−12 MEE(T )S1 =

 0 1 3
−1 0 −3
1 1 2


Je±li nie jeste±my pewni wyniku naszych oblicze«, jako sprawdzenie mo»na
przeprowadzi¢ nast¦puj¡cy test. Wybieramy pierwszy wektor z bazy B, który
w tej bazie ma wspóªrz¦dne (1, 0, 0) (zwracam uwag¦, »e oznacza to dokªadnie
tyle, »e 1(1, 1, 0) + 0(0, 1, 1) + 0(1, 0, 1) = (1, 1, 0) jest reprezentacj¡ tego
wektora w bazie standardowej E). Nast¦pnie na wektor (1, 0, 0) dziaªamy
macierz¡ odwzorowania T w bazach B i C, czyli 0

−1
1

 = MBC(T )

 1
0
0


Wektor po lewej stronie równo±ci informuje nas jak¡ kombinacj¦ elementów
z bazy C (zapisanych w bazie standardowej E) nale»y wybra¢. Zatem od-
powiada to kombinacji 0(0, 0, 1) − 1(0, 1, 1) + 1(1, 1, 1) = (1, 0, 0). W bazie
standardowej powinni±my otrzyma¢ nast¦pujacy zwi¡zek 1

0
0

 = MEE(T )

 1
1
0


Je±li nasz wynik nie zgadza si¦ z powy»sz¡ równo±ci¡, oznacza to, »e po-
peªnili±my gdzie± po drodze bª¡d. Podobny test mo»na przeprowadzi¢ dla
pozostaªych wektorów z bazy B. Je±li wszystkie obliczenia s¡ zgodne, mo-
»emy sformuªowa¢ odpowied¹ do zadania.

Odpowied¹ do zadania: Macierz odwzorowania T zapisana w bazie B
i C ma posta¢

MBC(T ) =

 0 1 3
−1 0 −3
1 1 2


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