Cwiczenia 2 - zadania dodatkowe Bartosz Naskrecki

Zadania

1. Uzasadnij, ze kazda grupa majaca p elementéw (p — liczba pierwsza) jest cykliczna.

2. Jaka jest najmniejsza grupa G zawarta w Sy — grupie permutacji na czterech symbolach,
zawierajaca elementy (1 234) oraz (12). Oblicz jej rzad.

3. Ktére z nastepujacych podzbioréw zbioru R sa podgrupami (R, +)?
o 7
e {nV2:neZ}
e {m+ny2:m,neZ}

4. Dla dowolnych dwéch elementéw a, b w grupie G spetniona jest relacja a?b? = (ab)?. Uzasadnij,
ze grupa G jest abelowa.

5. (*) Niech a(p) bedzie dlugoscia okresu w rozwinieciu dziesietnym liczby 1/p dla liczby pierwszej
p réznej od 2 i 5. Uzasadnij, ze

e 10%®) =1 (mod p),
en>1i10"=1 (mod p), to a(p) | n,

e a(p) < p—1; ponadto a(p) = p — 1 dokladnie wtedy, gdy element 10 jest generatorem
grupy (Z/pZ)*.

Oblicz dtugosci okreséw dla p € {7,11,13}.

6. Na zbiorze G = {e, a,b, ¢,d, e} mamy okreslone dzialanie o takie, ze e jest jego elementem
neutralnym i dana jest tabelka mnozenia
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Wykaz, ze zbiér {e,a} jest grupa z dzianiem o. Uzasadnij bez wykonywania obliczenn na
podstawie poprzedniego zdania i twierdzenia Lagrange’a, ze zbior (G, o) nie jest grupa.

7. Zbiér macierzy

1 a b
{10 1 ¢| :a,b,ceZ/3Z} (1)
0 0 1

z mnozeniem macierzy ma strukture grupy 27-elementowej. Uzasadnij to stwierdzenie. Ponadto
udowodnij, ze wszystkie elementy w tej grupie maja rzad rowny 3.

8. (*) Dla grupy z poprzedniego zadania znajdZ najwieksza podgrupe przemienna.

9. (*) Z pomoca grupy (1) podaj przyklad dwdch nieizomorficznych grup skoriczonych, ktére
speliaja warunek: dla kaZdego t liczba elementow rzedu t jest identyczna w obu grupach.



