
�wiczenia 1 - zadania, Bartosz Naskr¦cki

Notacja:

� Kn := {(x1, x2, . . . , xn) : ∀ixi ∈ K}

� Z/nZ - pier±cie« reszt modulo n

� MBC(T ) - macierz odwzorowania liniowego T : V →W wzgl¦dem baz B i C.

� L(V,W ) - algebra endomor�zmów z V do W .

Zadanie 1
Znale¹¢ macierz odwzorowania liniowego T : V →W w zadanych bazach B i C:

1. V =W = R, B = C = {1}, T (x) = 6x.

2. V = Z/2Z2, W = Z/2Z, B = {(1, 0), (1, 1)}, C = {1}, T (x, y) = x+ y.

3. V =W = C (przestrze« liniowa nad R),B = C = {1, i}, T (x+ iy) = (1 + i)(x+ iy) (i2 = −1).

4. V = {a+ bx+ cx2 ∈ R[x] : a, b, c ∈ R}, W = R, B = {1, x, x2}, C = {1}, T (a+ bx+ cx2) = a+ b+ c.

5. V = {a+bx+cx2 ∈ Z/2Z[x] : a, b, c ∈ Z/2Z},W = {a+bx+cx2+dx3+ex4 ∈ Z/2Z[x] : a, b, c, d, e ∈ Z/2Z},
B = {1, x, x2},C = {1, x, x2, x3, x4} T (a+ bx+ cx2) = (a+ bx+ cx2)2

6. V = W = {a + b sin(x) + c cos(x) ∈ C([0, 1]) : a, b, c ∈ R}, B = C = {1, sin(x), cos(x)}, T (f(x)) = f ′(x)
(pochodna z funkcji f ∈ V ).

Zadanie 2
Niech X = {1, 2, 3, 4} b¦dzie zbiorem czteroelementowym. Okre±lamy Map(X,R) := {φ : X → R} jako
przestrze« liniow¡ nad R z okre±lonymi nast¦puj¡co dziaªaniami

(φ+ ψ)(x) = φ(x) + ψ(x),

(a · φ)(x) = a · φ(x),
gdzie x ∈ X oraz φ, ψ ∈Map(X,R) i a ∈ R. Niech h : X → X b¦dzie permutacj¡ okre±lon¡ nast¦puj¡co

h(1) = 2, h(2) = 3, h(3) = 4, h(4) = 1.

Sprawdzi¢, »e odwzorowanie T :Map(X,R)→Map(X,R)

T (φ) = φ ◦ h

jest liniowe oraz wyznaczy¢ jego macierz w bazach

� B = C = {φ1, φ2, φ3, φ4}, φi(k) = δik dla k ∈ X

� B = {φ1 + φ2, φ2, φ3, φ4}, C = {φ1, φ2, φ3, φ4}.
Zadanie 3
Niech X = {1, 2, 3, 4} oraz P = {σ : X → X : σ jest bijekcj¡}. Niech Tσ(φ) = φ ◦ σ b¦dzie endomor�zmem
wyznaczonym przez σ na przestrzeni liniowej Map(X,R). Wyznaczy¢ w bazie {φ1, φ2, φ3, φ4} okre±lonej w
poprzednim zadaniu macierz operatora: T(12)(23), T(1324), TidX , T(123). Poda¢ ogólny przepis na tak¡ macierz.
Udowodni¢, »e dla dowolnego σ ∈ P macierz Tσ jest nieosobliwa (ma niezerowy wyznacznik) i pokaza¢, »e
zachodzi relacja Tσ ◦ Tσ−1 = TidX , gdzie idX(k) = k dla dowolnego k ∈ X.
Udowodni¢, »e dla dowolnego σ ∈ P T 12

σ = idMap(X,R).

Zadanie 4
Niech V = R2 i T : V → V b¦dzie endomor�zmem T (x1, x2) = (x1 + x2, x2). Obliczy¢ T k dla dowolnego k ∈ N.
Poda¢ macierz tego operatora w bazie {(1, 0), (0, 1)}.

Zadanie 5
Niech V = R2 z ustalon¡ baz¡ {(1, 0), (0, 1)}. Wyznaczy¢ zbiór W = {T ∈ End(V ) : tr(T ) = 0, T (1, 1) = (0, 0)}
i sprawdzi¢, »e wyznacza on jednowymiarow¡ podprzestrze« liniow¡ w End(V ). Wyznaczy¢ baz¦ tej przestrzeni.

Zadanie 6
Niech V = R2 z ustalon¡ baz¡ {(1, 0), (0, 1)}. Wyznaczy¢ wszystkie odwzorowania liniowe T : V → V takie, »e
T (x, 2x) = (x, 2x) dla dowolnego x ∈ R.

Zadanie 7
Niech V = R2 z ustalon¡ baz¡ {(1, 0), (0, 1)}. Wyznaczy¢ wszystkie odwzorowania liniowe T : V → V takie, »e
je±li x2 + y2 = 1 i T (x, y) = (u, v), to u2 + v2 = 1.
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