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Rozdziat 1

Wstep

Rozwigzywanie rownan diofantycznych stanowi jedno z centralnych zagadnien
teorii liczb. Szczegdlnie wazna klasa tych rownan, pochodzaca od krzywych elip-
tycznych okreslonych nad ciatem liczb wymiernych, od ponad dwustu lat skupia
uwage wielu matematykow. Teoria krzywych eliptycznych w jej aspektach ana-
litycznych jest SciSle zwigzana z rozwijajaca sie rownolegle teorig eliptycznych
form modularnych. Podstawowy problem arytmetyki krzywych eliptycznych po-
lega na wyznaczaniu struktury zbioru punktéw wymiernych na krzywej, ktéry
na mocy twierdzenia L. Mordella jest grupa abelowa skonczenie generowana.
Pytanie dotyczace liczby generatoréw tej grupy pozostaje do dzisiaj nierozstrzy-
gnietym problemem. Niniejsza rozprawa wnosi do tej tematyki szereg wynikow
dotyczacych badania nieskonczonych rodzin krzywych eliptycznych nad ciatem
liczb wymiernych oraz nad ciatami funkcyjnymi.

Sformutowana przez B. Bircha i P. Swinnertona-Dyera hipoteza wigzgca range
grupy Mordella z rzedem znikania L-funkcji krzywej eliptycznej w punkcie s =
1 daje nam wglad w skomplikowang nature badanych obiektéw. Arytmetyka
krzywych eliptycznych w $cisty sposob zwigzana jest z badaniem analitycznych
wtasnosci funkeji L stowarzyszonych z krzywymi eliptycznymi. Zasadniczy wktad w
zrozumienie tych relacji wniost A. Wiles wraz ze wspotpracownikami. Udowodnili
oni w twierdzeniu o modularnosci, ze kazda krzywa eliptyczna nad cialem liczb
wymiernych jest w okreslony sposob stowarzyszona z eliptyczng forma modularna.
Precyzyjna natura tej relacji jest wyrazona poprzez rowno$é odpowiadajacych
obu obiektom L-funkcji.

Rozwijana od poczatku XIX wieku teoria form modularnych, dzieki wspomnia-
nemu powyzej twierdzeniu o modularnosci zyskata ponownie wazne miejsce w
gltownym nurcie teorii liczb. Warto zwroéci¢ uwage, ze sformutowana przez Y. Ta-
niyame i G. Shimure hipoteza wiazaca krzywe eliptyczne z formami modularnymi
przez wiele lat byta elementem zblizajacym arytmetyke krzywych eliptycznych z
analityczng teorig liczb wyrazong badaniem form modularnych.

Niezaleznie od tych problemow lub raczej w rownolegty sposob, P. Deligne, J.-P.
Serre i G. Shimura pokazali, ze trzeci gléwny nurt algebraicznej teorii liczb, zwia-
zany z reprezentacjami Galois, w istotny sposéb wiaze sie z formami modularnymi.
Udowodnione przez nich twierdzenia pozwalaja nam konstruowaé stowarzyszone z
forma modularng reprezentacje Galois, dajac w ten sposob pelniejszy wglad w
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arytmetyczne wtasnosci wspotczynnikéow Fouriera tych funkcji.

W tym $wietle, twierdzenie o modularnosci stanowi rezultat taczacy krzywe
eliptyczne i formy modularne z reprezentacjami Galois. Ten zwiazek jest obec-
nie intensywnie badany pod katem poréwnywania reprezentacji pochodzacych
od réznych obiektow, miedzy innymi od szeregéow Eisensteina. Badanie takich
zwigzkéw dato poczatek problematyce kongruencji miedzy formami modularnymi,
ktorej spektakularne osiagniecia K. Ribeta i B. Mazura z lat siedemdziesiatych
i osiemdziesiatych ubiegtego stulecia leza u podstaw sukcesu tej dyscypliny. W
trzeciej czesci rozprawy badamy kongruencje zwigzane z formami modularnymi i
szeregami Eisensteina, rozwijajac teoretycznie i numerycznie pewne wyniki Ribeta
i Mazura.

Krag nakreslonych zagadnien zatacza koto, gdyz opisane w rozprawie wyniki
dotyczace form modularnych w pewnych waznych przypadkach wykorzystuja wta-
snosci krzywych eliptycznych okreslonych nad ciatem liczb wymiernych. 7 drugiej
strony, badanie rodzin krzywych eliptycznych w nieodzowny sposdéb powiagzane
jest z badaniem dziatania grupy Galois na kohomologiach etalnych zwiazanych z
powierzchniami eliptycznymi, dajac w efekcie precyzyjne wyniki o randze grupy
Mordella-Weila w nieskonczonych rodzinach krzywych.

Przystepujemy do omoéwienia najwazniejszych wynikéw dowiedzionych w ni-
niejszej rozprawie. W Rozdziale [2 przedstawione zostaly wyniki autora zawarte w
[Nas13| oraz nowe rezultaty uzyskane juz po opublikowaniu tej pracy. Badanym
obiektem jest krzywa eliptyczna

y =gz — )@ - g7, (1.1)

gdzie f i g sa wielomianami jednej zmiennej o wspétczynnikach w pewnym ciele
liczbowym lub w domknieciu algebraicznym Q ciata liczb wymiernych. Po zasto-
sowaniu twierdzenia o specjalizacji (Twierdzenie , z wynikéw o krzywych
(1.1)) otrzymujemy opis rodzin krzywych eliptycznych postaci

v’ = x(r — ad®)(z — Bb?),

okreslonych nad Q i takich, ze ca® + 8b? = vc2, o, 8,7 € Q. W tym miejscu warto
zwréci¢ uwage, ze rozwazana rodzina krzywych eliptycznych stanowi uzupetnienie
rodziny krzywych Freya dla wyktadnika p = 2, uzytych do dowodu Wielkiego
Twierdzenia Fermata. Gdy a = f = v = 1 udowadniamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.0.1 (Twierdzenie 2.1.10)). Istnieje nieskoriczenie wiele tréjek

(a,b,c) liczb naturalnych takich, ze a* + b2 =2 oraz

y* = x(x — a®)(z — b?)

jest krzywaq eliptycznq, ktora posiada co najmniej 2 liniowo niezaleine punkty
Q-wymierne dane jawnymi wzorami.

Nastepnym nowym rezultatem uzyskanym w tej rozprawie jest ponizsze twier-
dzenie.
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Twierdzenie 1.0.2 (Wniosek [2.6.19)). Istnieje nieskonczenie wiele tréjek (a,b, c)
liczb wymiernych takich, e —2a* + b?> = —2¢* oraz

y* = x(x + 2a%)(x — b%)

jest krzywq eliptycznaq, ktora posiada co najmniej 3 lintowo niezalezne punkty
Q-wymierne dane jawnymi wzorami.

Twierdzenia i wynikajg z badania krzywych eliptycznych postaci
dla szczegdlnych typéw wielomianéw f i g. Nastepny rezultat daje precyzyjny
opis grupy punktéw Q(¢)-wymiernych krzywych postaci (1.1)) dla wielomianéw
stopnia co najwyzej 2.

Twierdzenie 1.0.3 (Twierdzenie . Niech f,g € Q[t] bedq wzglednie pierw-
sze oraz miech istnieje h € Q[t] takie, ze f* + g* = h®. Zaléimy, ze deg f = 2 i
1 <degg <2 oraz f,g, f* — g* sq rozdzielcze, a ponadto deg(f* — g*) = 2deg f.
Niech E bedzie krzywq eliptyczng okreslong nad Q(t) réwnaniem

v =z — f*)(z - g%
Wowczas
EQ1t) =7’ 0 Z/2Z & Z/AZL.
Grupe E(Q(t)) generujg punkty

P =(—(14v2)g(g — h),V=1(1 + V2)g(g — h)(v2g — h)),
Py =((f = h)(g—h),(f+9)(f —h)(g—h)),

Ty =(g%,0),
Ty =(fg,vV=1f(f — 9)9).

W dowodzie nastepnego twierdzenia, ktére stanowi rozwiniecie [Nas13, The-
orem 1.4] stosujemy metody kohomologii etalnych przedstawione w podrozdziatach
oraz wykorzystujemy wtasnosci dziatania absolutnej grupy Galois na punk-
tach Q(¢)-wymiernych krzywych postaci .

Twierdzenie 1.0.4 (Twierdzenie [2.6.15|). Niech E bedzie krzywag eliptyczng nad

Q(t) okreslong réwnaniem

E:y? =o(z+ 20?4+ 2°))(x — (—2%)?), u= o
' ’ —10+¢*

Wowczas grupa punktéw Q(t)-wymiernych jest postaci

EQt)2Z*®Z/2Z ® Z/2Z.

Wynik sformutowany w Twierdzeniu jest konsekwencja zastosowania
Twierdzenia [1.0.4. Dolne ograniczenie rangi uzyskane w Twierdzeniu [1.0.2| otrzy-
mujemy stosujac Twierdzenie 2.5.22] o specjalizacji.
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W Rozdziale |3| rozprawy badamy kongruencje pomiedzy wspoétczynnikami
Fouriera a,(f) oraz a,(F), odpowiednio nowych form parabolicznych f i form
Eisensteina E

a,(f) = a,(E) (mod \"), (1.2)

gdzie A jest ideatem maksymalnym w ciele liczbowym generowanym przez wspot-
czynniki Fouriera formy f, natomiast r jest dodatnia liczba naturalna. Punktem
poczatkowym dla catej teorii jest kongruencja odkryta przez S. Ramanujana
pomiedzy

f=lo_o[1—q i
k=1 n=1

oraz szeregiem Kisensteina wagi 12 zadanym réwnaniem

E—
65520 Z on(n)q",

2miT

gdzie 011(n) = Y4, d" oraz ¢ = *™" i 7 € C takie, ze 7 > 0. Dla dowolnego

n > 0 zachodzi kongruencja
7(n) = o11(n) (mod 691).

Badamy kongruencje, w ktorych formy f oraz E naleza do przestrzeni form
modularnych My (T'o(N)) wagi k i poziomu N i sa wektorami wlasnymi algebry
Heckego Ty, por. podrozdziat . W pracy autora [Nasl4] udowodnione zostaty
ograniczenia na wyktadnik r kongruencji dla pozioméw N, ktore sa liczbami
pierwszymi. Istotna czedcia [Nas14] jest rachunek numeryczny oraz nowe przyktady
kongruencji. W Rozdziale |3| rozprawy rozszerzamy wyniki teoretyczne z [Nasi4] na
przypadek pozioméw N wolnych od kwadratéw. Ponadto przedstawiamy obszerny
material numeryczny, uzyskany za pomoca pakietu MAGMA. Stanowi on znaczace
rozszerzenie zbioru przyktadéw podanego w pracy |[Nasl4]. Podrozdzial|3.7|zawiera
wnioski sformutowane na podstawie przeprowadzonych obliczen numerycznych.
Jednym z gléwnych wynikow tej czesci pracy jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.0.5 (Wniosek . Niech py,...,p: bedg réinymi liczbami
pierwszymi oraz niech k > 2 bedzie liczbg naturalng parzystg. Niech N = py-...-py
oraz f € Sp(T'o(IN))™" bedzie nowg formg wlasng. Niech E bedzie formq wlasng z
E(To(N)) takq, ze ag(E) # 0. Zalozmy, ze dla ustalonego ideatu maksymalnego z
ciata wspolczynnikow formy f i dla pewnego r > 0 zachodzq kongruencje

an(f) = a,(E) (mod \")

dla wszystkich n > 0. Jesli £ jest charakterystykq ciala reszt ideatu \ oraz (1 N,

to

By
r < ordy(l) v, | —— H(l —pi) |,
2k

gdzie ordy jest waluacjg wzgledem X\, vy jest waluacjg (-adyczng oraz By jest k-tg
liczbg Bernoulliego.
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W dowodzie Twierdzenia wykorzystujemy opis bazy wektorow wtasnych
przestrzeni &(To(N)) z podrozdziatu [3.1.7 Opis tej bazy dla k = 2 zostal podany
wezesniej w pracy [Yool3a]. Dla k& > 2, zgodnie z wiedza autora, opis bazy
przestrzeni & (Ig(N)) zostal wykonany po raz pierwszy w tej rozprawie. Dla
reprezentacji Galois stowarzyszonych z formami modularnymi f i £ Twierdzenie
podaje gérne ograniczenie na wyktadnik kongruencji pomiedzy zadanymi
reprezentacjami Galois.

Jesli zatozymy, ze cialo wspoétezynnikow formy f jest ciatem liczb wymiernych,
to uzyskujemy nastepujaca charakteryzacje kongruencji typu (|1.2)).

Twierdzenie 1.0.6 (Twierdzenia , . Niech N bedzie liczbg wolng od
kwadratow. Niech f € Sy(T'o(N))™" bedzie nowq formg wlasng o wymiernych
wspotczynnikach Fouriera. Niech { bedzie liczbg pierwszq takq, Ze dla pewnego
r > 0 kongruencja

an(f) = an(E) (mod (")

zachodzi dla kazdego n > 0 i pewnej formy wlasnej Fisensteina E € Ey(To(N)).
Wowczas spetniony jest jeden z warunkow:

(1) N=19 lub N =37 i " =3,
(2) N=11i0 =5,
(3) N=17 il =2,

(4) N jest liczbg pierwszq postaci u* + 64, gdzie u liczbg catkowitq nieparzystq i
=2,

(5) N jest iloczynem dwdch roznych liczb pierwszych i (" € {2,3,4,5,7},
(6) N ma wiecej niz dwa czynniki pierwsze i wtedy (" € {2,3,4,5,7,8,9}.

Gdy N jest iloczynem dwdch roznych liczb pierwszych i €7 = 7, to istnieje doktadnie
jedna forma E spetniajgca kongruencije.

W dowodzie Twierdzenia [1.0.6| istotnie wykorzystujemy fakt, ze forma f
odpowiada pewnej krzywej eliptycznej nad Q. Nastepnie stosujemy twierdzenie B.
Mazura o punktach torsyjnych na krzywych eliptycznych nad Q [Maz77, Theorem
8] wraz z twierdzeniem N. Katza o czedci torsyjnej grupy Mordella-Weila [Kat81]
Theorem 2.

Omoéwimy teraz strukture pracy. W Rozdziale 2| wprowadzamy pojecia potrzeb-
ne do sformulowania Twierdzeni [1.0.1], [1.0.2] [1.0.3]i[1.0.4] Nastepnie omawiamy
model minimalny Weierstrassa oraz przedstawiamy niezbedny w rachunkach al-
gorytm Tate’a. Wprowadzamy model Kodairy-Nérona powierzchni eliptycznej
stowarzyszonej z krzywa eliptyczna nad ciatem funkcyjnym oraz twierdzenia o
dobrej redukcji. Nastepnie podajemy gorne oszacowania na range grupy Nérona-
Severiego, ktére stanowig kluczowy punkt dowodu wymienionych wyzej twier-
dzen. Podstawowy rachunek rangi grupy Mordella-Weila zostat przeprowadzony
w rozdziale o kohomologiach /-adycznych i o skreceniach krzywych eliptycznych.
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Podrozdziat zawiera opis dziatania absolutnej grupy Galois na punktach
Q(t)-wymiernych krzywej wykorzystany w dowodzie Twierdzenia . Nastepnie
omawiamy twierdzenie o specjalizacji dla krzywych eliptycznych, aby zastosowac
je do dowodu Twierdzen [1.0.2l W podrozdziale 2.6 omawiamy szczeg6towo
teori¢ wysokosci potrzebna do dowodu Twierdzenia Ostatnia czegs¢ Rozdziatu
poswiecona jest przyktadom oraz dowodowi Twierdzenia [1.0.4]

W Rozdziale [3] wprowadzamy definicje badanych w rozprawie form modular-
nych oraz algebry Heckego dziatajacej na przestrzeni form. Nastepnie omawiamy
konstrukcje baz wektorow wtasnych w podprzestrzeni form Eisensteina. W podroz-
dziale dyskutujemy zwiagzek kongruencji form modularnych z reprezentacjami
Galois. W kolejnym podrozdziale omawiamy istnienie kongruencji podanych przez
nas typéw, a nastepnie formutujemy i dowodzimy Twierdzenia i[L.0.6f W
podrozdziale [3.5] zostal przedstawiony opis stosowanych algorytméw potrzebnych
do numerycznego poszukiwania kongruencji. Przyktady podane w podrozdziale
zostaly wybrane z bazy danych, w ktorej sa skatalogowane wszystkie uzy-
skane przyktady kongruencji. Autor udostepni baze danych na wyrazne zyczenie
zainteresowanych.



Rozdziat 2
Rodziny krzywych eliptycznych

W tym rozdziale rozwazamy rodziny krzywych eliptycznych postaci

Esgwne + y* = xlx = f()*)(z - g(1)%),
zadane przez wiclomiany f(t),g(t), h(t) € K[t], ktére spetiaja relacje f(t)* +
g(t)? = h(t)?, gdzie K jest ciatlem liczbowym lub Q. Przedstawiamy strukture
grupy torsyjnej Ew gt),n(t) (K (t))tors Oraz opisujemy zmiany rangi w zaleznosci od
wyboru f, g i h. Dla wielomianéw stopnia co najwyzej dwa uzyskujemy peten opis
rangi generycznej tej rodziny. Wyniki te zastosujemy do opisu rodzin krzywych
eliptycznych postaci

y* = a(z — aa®)(z - A7),

okreslonych nad Q i takich, ze aa® 4 Bb? = vc?, a, 5,7 € Q.

2.1 Preliminaria

Niech dane bedzie réwnanie Pitagorasa a®? + b*> = 2, gdzie a,b, ¢ sa liczbami
wymiernymi. Rozwazamy stowarzyszona z nim krzywa eliptyczna dang rownaniem
afinicznym

Eupe 1 y° = z(x — a®)(x — b°).
Aby opisana krzywa byta gladka, zaktadamy, ze ab # 0, co jest réwnowazne
faktowi, ze wyréznik réwnania F(, ) jest niezerowy. Rodzina E(44 ) jest podobna
do innej rodziny, opisanej réwnaniem
v = x(x —a®)(z + b?),
ktora jest szczegdlnym przypadkiem tzw. krzywej w postaci Freya.
Rozwazmy nastepujace zbiory trojek liczb catkowitych
P ={(a,b,c) € Z*: a* + b* = ¢*}
Po={(a,b,c) €Z®:a* +b* =c* ab# 0}
P ={(P* - Q*2PQ,P* +Q* € Z*: P,Q € Z takie, ze
P 2pq
Q  p*+5¢?
Jest jasne, ze Py C Py C P.

dla pewnych p,q € Z \ {0}}.
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2.1.1 Wilasnosci geometryczne krzywych F,;

Wyréznik réwnania E, ) : y* = z(z — a®)(x — b®), gdzie (a,b,c) € P dany jest
wzorem

A(a,b,c) = 16(a — b)*(a + b)*a’b®.

Niezmiennik j krzywej F(qp) dany jest wzorem

(a4 _ a262 + b4)3
a*b*(a — b)2(a + b)?’

j(a,b,c) =256

Lemat 2.1.1. Tréjka (a,b, c) nalezy do Py wtedy i tylko wtedy, gdy (a, b, c) nalezy
do P oraz A(a,b,c) # 0.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze A(a, b, c) = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
(a* — b*)?a?V? = 0. Gdyby a? — b* = 0, wéwczas 2a? = ¢?, co na mocy zalozenia,
ze a,b,c € Q implikuje, ze a,b,c = 0. W pozostatych przypadkach zachodzi, ze
a =0 lub b = 0. Zatem tacznie zachodzi warunek

Aa,b,c) =0< ab=0.
[

Przyktad 2.1.2. Rozwazmy przypadek tréjki (a,b,c) = (3,4,5). Otrzymujemy
krzywy eliptyczna E345) : y* = z(z — 3%)(z — 4?). Punkty (9,0) i (16,0) generuja
czes¢ torsyjng grupy Fs a5 (Q). Punkt (18, —18) jest punktem nieskonczonego
rzedu, ktéry generuje cze$é wolng grupy Mordella-Weila E(3 45)(Q).

Wprowadzimy teraz pewna relacje rownowaznosci na zbiorze Py. Pozwoli to na
opisanie nowego modelu dla krzywej F(,;.¢), ktory zalezy od jednego parametru
wymiernego t. Dzieki temu mozemy udowodni¢ podstawowe twierdzenia tego
rozdziatu w ogdlnej postaci.

Definicja 2.1.3. Niech (a,b,c) oraz (A, B,C) beda elementami z Py. Méwimy,
ze tréjki te sa rownowazne

(a,b,c) ~ (A, B,C)

wtedy i tylko wtedy, gdy stowarzyszone z nimi krzywe eliptyczne E,; ) oraz
E(4,,c) sa izomorficzne nad Q.

Stwierdzenie 2.1.4. Dwie trdjki (a,b,c) oraz (A, B,C) sq¢ w relacji (a,b,c) ~
(A, B,C) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg liczby u € Q* oraz €1, €9, €3 € {—1,1}
takie, Ze

(a,b,c) = (euA, eauB, esuC) lub (a,b,c) = (euB, eauA, ezuC).

Dowdd. Wynika ze wzoru na zamiang wspolrzednych dwoch réwnan w postaci
Weierstrassa, patrz ([2.4)). O
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Zauwazmy, ze relacja ~ na zbiorze Py jest relacja rownowaznosci.

Wprowadzamy nastepujace podzbiory liczb wymiernych

T:Q7
7= 0\ (0,1},
Ti= (o 1€ Q\ {0}):

Definiujemy odwzorowanie wymierne schematow

b

t: A — AL b,c) — .
Q Q (a,b,¢) c—a

Na zbiorze
{(a,b,c) € A®: a® + b* — *,ab # 0}

odwzorowanie t jest morfizmem. Na punktach domknietych, w szczegdlnosci na
punktach ze zbioru Py otrzymujemy

t(Po) = To.
Surjektywnos$é¢ odwzorowania t na Py wynika z nastepujacych formut:

2 —1

a
2+1 (2.1)
2t b

gdzie t = t(a, b, ).
Definiujemy krzywa eliptyczna E; nad Q(t), gdzie ¢ oznacza zmienna wolna:

E y? =x(x — (2 — 1)) (z — 4t7).

Liniowa zamiana zmiennych

4 8
T r—m yr—>y<c_a)3

(a—c)*
okresla Q-izomorfizm krzywych eliptycznych Eqp.c) i Eyj(c—q). Analogicznie jak
dla krzywej F(,4.) obliczamy wyréznik i j-niezmiennik krzywej £,

At) = 256t (~1+ )" (162 + 1),

() = 16 (1 — 8t2 4 30t* — 86 + 18)°

M e (e o)
W szczegdlnoscei zbiér tych liczb wymiernych ¢y € Q, dla ktérych A(ty) # 0 jest
rowny To.
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Stwierdzenie 2.1.5. Dwie krzywe Ey; i Ey sqg Q-izomorficzne wtedy i tylko wtedy,
gdy

t’e{t—tl 1 1+t 1—t 1—t 1+t}.

L=t 14t 14+t 1t

Dowéd. 7 zalozenia istnieje zamiana wspoirzednych (z,y) — (ux + r, udy), gdzie
u € Q% oraz r € Q. Zauwazmy, ze r = 0. Wynika z tego, ze (4t%)/(4t?) =
(t2 —1)2/(t”? — 1)* lub (4¢%)/(t”* — 1)* = (1 — 1)?/(4t"?). Stad wynika teza. O

Na zbiorze Ty mozna wprowadzié¢ relacje réwnowaznosci ~ (analogicznie do
identycznie oznaczanej relacji na Py). Méwimy, ze elementy t( i t; sa w relacji
to ~ t1 wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im krzywe eliptyczne EFy, oraz £,
sa Q-izomorficzne. Réwnowaznie oznacza to, ze element t’ jest réwny s(t), gdzie s
jest ztozeniem odpowiednia liczbe razy funkcji sq i so danych wzorami sy (t) = —t
oraz sp(t) = 1.

Stwierdzenie 2.1.6. Niech R(t) oznacza zbior wszystkich funkcji postaci s(t),
gdzie s jest ztoZeniem skoriczonego ciggu funkcji si,, Siy, ..., S;,. dla pewnego r > 1,
ir € {1,2}. Wowczas

R(t) =

; tl 11+t 1—-t 1—-t 1412

{ U 1=t 1+t 1+t 1—t}'

Dowdd. Po pierwsze zauwazmy, ze funkcje s, s sa odwracalne oraz generuja
w zbiorze funkcji wymiernych (ze wzgledu na operacje sktadania funkeji) grupe
skoriczong, o$mioelementows o relacjach s? = id oraz s3 = id oraz s, 08908, = Ss.
Stad wynika, ze zbiér R(t) jest skoniczony i sktada sie z doktadnie 8 elementéow.
Dla zakonczenia dowodu wystarczy wypisa¢ wszystkie nieskracalne stowa w grupie

generowanej przez S, oraz Ss. O

Uwaga 2.1.7. Zauwazmy, ze wraz z operacja sktadania zbiér R(t) ma strukture
grupy dihedralnej Dj.

Relacja ~ na zbiorze 7 utozsamia elementy wymierne t,t' € 7y, ktore spelniajg
t' = s(t) dla pewnej funkeji s(t) € R(t).

Stwierdzenie 2.1.8. Kazda klasa abstrakcji ze wzgledu na relacje ~ na zbiorze
To ma dokladnie 8 elementow. W szczegolnosci, zbior klas abstrakeji To/ ~ jest
nieskonczony przeliczalny.

Dowdd. Wystarczy sprawdzié, ze jesli s(tg) = to dla pewnego s(t) € R(t) \ {t} i
to € Q, to wtedy tg & To. O

Kazda klasa abstrakeji [¢]. zbioru T/ ~ reprezentuje jedna klase Q-izomorfizmu
krzywych eliptycznych postaci E; dla t € Ty.

Lemat 2.1.9 ([Nasl3, Prop. 2.1]). Odwzorowanie T : (a,b,c) — - indukuje
bijekcje zbiorow Py/ ~— To/ ~. Odwzorowanie odwrotne jest dane przez

P
i (p* — ¢%,2pq, p* + ¢°).

Ponadto odwzorowanie T' przeksztalca bijektywnie zbidr Py/ ~ na zbidr Ty/ ~.
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Dowaod. Sprawdzenie, ze ztozenie obu odwzorowan daje identycznos$é na klasach
abstrakeji jest trywialne. Ponadto ktadac tg = % latwo sprawdzié, ze 5_%22 = pffqu
i mozemy wybraé reprezentanta (a,b,c) w klasie [(a,b,c)] € Py/ ~ takiego, ze
(a,b,¢) = (P* = Q*,2PQ, P* + Q*), gdzie § = ;4 O

p2 +5q2 .

Niech zbiory C; stanowig klasy abstrakcji ze wzgledu na relacje ~ na P;. Wowczas
P rowna sie U2, C;. Dla ustalonego i zbiér C; reprezentuje klase Q-izomorfizmu
krzywych E(,p,) takich, ze (a,b,c) € C;. W szczegdlnosci dwie krzywe reprezento-
wane przez elementy ze zbioréw C; i C; dla ¢ # j nie sa Q-izomorficzne.

Twierdzenie 2.1.10. Istnieje skonczony podzbior & zbioru liczb naturalnych,
taki, ze trajka (a,b,c) € Ujge Ci reprezentuje krzywq eliptyczng

y* = x(x — a®)(z — b?)

ktorej grupa punktow Q-wymiernych ma range co najmniej 2. Istniejq dwa liniowo
niezalezne punkty nieskonczonego rzedu

@ = <;(a+b—0)2,;(a+b)(a+b—c)2),

1 1.1/, 4
Q2 = (2a(a —¢), iabﬁ (p — 25¢q )) ,
gdzie k = NW D(2pq,p* + 5¢%), a p i q sq ustalonymi liczbami wymiernymi, ktdre

spetniajg warunck g = pﬁf’ng oraz (a,b,c) = (P* — Q% 2PQ, P? + Q).

Dowdéd. Dowéd zostanie podany w paragrafie [2.5.3] O

2.1.2 Okreslenie powierzchni eliptycznej

W tej czedci przedstawimy gléwne wyniki dotyczace obliczania rangi grupy
Mordella-Weila dla krzywych eliptycznych nad Q(t) oraz Q(t). Wprowadzamy
pojecia z geometrii algebraicznej takie jak powierzchnia eliptyczna oraz zwigzane
z nia grupa Nérona-Severiego i model Kodairy-Nérona. Korzystamy przy tym z
prac [SS10],[Shi90].

Definicja 2.1.11 (Powierzchnia eliptyczna). Niech k bedzie ciatem algebraicznie
domknietym. Niech dana bedzie gtadka krzywa rzutowa C' nad ciatem k oraz gtadka
powierzchnia rzutowa S nad k. Powierzchnig eliptyczng nazywamy trojke (S, C, ),
gdzie 7 : S — (' jest surjektywnym morfizmem rozmaitosci algebraicznych takim,
ze:

e istnieje niepusty podzbiér skoniczony B C C(k), taki, ze dla v € C(k) \ B
witékno 7w 1(v) jest gtadka krzywa genusu 1,

e istnieje morfizm e : C' — S taki, ze moe = idg,

e zadne wi6kno morfizmu 7 nie zawiera krzywych wyjatkowych (patrz Definicja

p22).
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Definicja 2.1.12. Dla danej powierzchni eliptycznej € = (S, C, 7) dowolny mor-
fizm s : C — S spehiajacy
mToSs = ldc

nazywamy cieciem powierzchni eliptycznej £.

Uwaga 2.1.13. Wtékno generyczne morfizmu 7 : S — C' nad punktem generycz-
nym 7 jest krzywa gltadka genusu 1 nad k(C'). W szczegdlnosei z istnienia ciecia
e: C — S wynika, ze 7~ !(nc) posiada co najmniej jeden punkt k(C)-wymierny,
czyli jest krzywa eliptyczng nad k(C').

Uwaga 2.1.14. W sytuacjach, gdy nie prowadzi to do nieporozumienia skracamy
notacje £ = (5,C, ) i oznaczamy powierzchnie eliptyczna & przez S jesli z
kontekstu wiadome jest jak okreslone sg C'i 7.

Zbiér cig¢ P ={s:C — S : mos =idc} powierzchni eliptycznej (S, C, w) posiada
naturalnie okreslong operacje dodawania

+:PXxP P

Dla dwoch cigé sy, so € P definiujemy ciecie s1+ s, : C' — S wzorem (s1+$2)(v) :=
s1(v)+ s9(v) dla v takiego, ze 71 (v) jest nieosobliwe. Korzystamy tutaj z faktu, ze
kazde gladkie wiokno 7! (v) ma naturalnie okreslong strukture krzywej eliptycznej
nad k z punktem zerowym zadanym przez e(v), gdzie e jest cieciem, z definicji
powierzchni eliptycznej. Z gtadkosci krzywej C' oraz powierzchni S wynika, ze
odwzorowanie wymierne s; + so : C' = S przedtuza sie¢ do morfizmu na C'. W
sytuacjach, gdy ciecie e, podane w definicji powierzchni eliptycznej, zadaje punkt
zerowy e(v) w gladkich wtéknach 77!(v), oznaczaé je bedziemy réwniez przez O.

2.2 Minimalny model Weierstrassa

W tym paragrafie opiszemy model minimalny Weierstrassa dla krzywej eliptycznej.
Niech K oznacza cialo z waluacja dyskretna v : K — Z U {oo}. Niech

R={r e K :v(zx) >0}
bedzie pierscieniem lokalnym z ideatem maksymalnym
M={z e K :v(x)>0}.

Dowolnie ustalony element @ € R spelniajacy v(w) = 1 nazywamy elementem
uniformizujgcym pierécienia R. Ponadto przez k oznaczaé bedziemy ciato R/ M
nazywane odtad cialem reszt ze wzgledu na waluaje v. Zbiér R* = {x € K :
v(x) = 0} jest grupa jednosci pierscienia R. Dodatkowo zakladamy, ze ciato k
jest doskonate. W wiekszosci sytuacji zaktadaé bedziemy, ze k jest algebraicznie
domkniete.

Niech E'/K bedzie krzywa eliptyczna o réwnaniu Weierstrassa

Y+ a1y + asy = 2° + asx® + aux + ag, (2.3)
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Cy (a3 +4ag)? — 24(araz + 2ay)

ce | —(af + 4as)® + 36(af + 4as)(araz + 2a4) — 216(as + 4ag)
A (c3—c2)/1728

j ci/A

Tabela 2.1: Wielkosci stowarzyszone z modelem Weierstrassa

gdzie aq,as,as,ay,as € K. Méwimy, ze model Weierstrassa jest catkowity jesli
a; € R dla wszystkich i. Wprowadzamy oznaczenia, patrz [Tat75].

Latwo sprawdzié, ze A nalezy do pierscienia Z[ay, as, as, a4, ag]. Zatézmy, ze krzywe
eliptyczne FE i E’ okreslone nad ciatlem K sg K-izomorficzne przy izomorfizmie
f:FE S E f przeksztalca punkt O na Og/. Niech dane bedg modele Weierstrassa

B y* + ajzy + asy = 2° + aox? + aux + ag,
E' (YY) + a2y +ayy = (2))° + ay(2))? + aj’ + aj

tych krzywych. Na mocy [Sil86l, ITI, Proposition 3.1] istnieja elementy u € K*,
r,s,t € K spekliajace zaleznosé

o f=ulr+r,
b s 2 (2.4)
y o f=uvuy+sux+t.

Bezposrednim rachunkiem mozna sprawdzié, ze wtedy cyu? = ), cu® = ¢,

Au'? = A oraz j = j'.

Definicja 2.2.1. Méwimy, ze model Weierstrassa krzywej E nad K jest
minimalny ze wzgledu na v jesli v(a;) > 0 oraz waluacja v(A) wyrdznika réwnania
jest minimalna, tj. dla dowolnego innego modelu catkowitego krzywej E o
wspélezynnikach a € R odpowiadajacy mu wyréznik A’ spetia v(A’) > v(A).

Twierdzenie 2.2.2 ([Sil86, VII, Proposition 1.3]). Dia dowolnej krzywej eliptycz-
nej B nad ciatem K istnieje model minimalny, ktory jest jedyny z doktadnoscig
do zamiany zmiennych postaci

r— i+, oy udy +ulsa +t,
gdzieuw € R*, r;s,t € R.
Twierdzenie 2.2.3 ([Sil86, VII, Remark 1.1]). Niech K bedzie cialem charakte-

rystyki roznej od 2 i 3. Wowczas catkowity model Weierstrasa krzywej E nad
ciatem K jest v-minimalny wtedy i tylko wtedy, gdy v(cs) < 4 lub v(cg) < 6.

Niech F' bedzie dowolnym cialem doskonalym oraz F(t) bedzie ciatem funkcji
wymiernych o wspétczynnikach w F'. Dla kazdego a € F' okreslamy waluacje
Ve F(t) = Z U {0} (2.5)

g(t) = ordi—a(g(?))
0 — oo,
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gdzie ord;_,(g(t)) oznacza rzad zera lub bieguna funkcji ¢g(¢f) w punkcie a. W
naturalny spos6b waluacja v, przedtuza sie do waluacji dyskretnej na ciele K =
F((t — a)) szeregéw Laurenta zmiennej t — a. Pierscien R = {x € K : v,(z) > 0}
jest lokalny z idealem maksymalnym (¢t — a)R i elementem uniformizujacym ¢ — a.
Ustalamy naturalne zanurzenie F(t) — F((t — a)) oraz F[t] — R.

Uwaga 2.2.4. Niech dana bedzie krzywa eliptyczna F okre$lona nad ciatem F'(t)
oraz jej model Weierstrassa okreslony nad F[t]. Méwimy, ze model jest
ve-minimalny wtedy, gdy jest v,-minimalny jako model krzywej E nad ciatem
K =F((t—a)).

Konstrukcja modelu globalnie minimalnego, [SS10, §8.2]: Niech dana
bedzie powierzchnia eliptyczna £ = (S, PL, 7), gdzie F jest pewnym ustalonym
ciatem algebraicznie domknigtym. Przeciwobraz 7—!(n) punktu generycznego n
w PL jest krzywa eliptyczna E nad cialem funkcyjnym F(PL). W zalezno$ci
od wyboru funkcji regularnej generujacej ciato F'(PL) otrzymamy dwa modele
Weierstrassa. Dla t € F(P}) takiego, ze t([X : Y]) = X/Y otrzymamy model

Ei: v+ azy + asy = 2% + apx? + aux + ag, a1, a9, as, as, ag € F(t).

Dla funkcji s € F(PL) takiej, ze s([X : Y]) = Y/X otrzymamy model

By (y) +ara'y + agy’ = 2 + aya” + dla’ + 0, df, a3, d, a5 € F(s).
Jesli model E; ma wspélezynniki a; nalezace do F[t] i jest on v,-minimalny, to
niekoniecznie model E; musi by¢ catkowity nad F[s]. W tym przypadku, aby
uzyska¢ model globalnie minimalny postepujemy wedtug nastepujacej procedury.

1. Rozpoczynajac od modelu E; nad F(t) dokonujemy takiej zamiany zmien-
nych, aby uzyska¢ model v,-minimalny dla wszystkich a € F'. Odtad model
E oznacza¢ bedzie model v,-minimalny dla wszystkich a € F'.

2. Zastepujac t przez 1/s otrzymujemy model E, nad F(s), ktéry moze nie
by¢ minimalny ze wzgledu na waluacje stowarzyszong z s. Dokonujemy
zatem zamiany zmiennych (z,y) — (z/s*",y/s*") i wybieramy najmniejsze
naturalne n takie, ze deg,(a;(t)) < ni dlai € {1,2,3,4,6}. Otrzymany nowy
model bedzie mial wspétezynniki af(s) = s™a;(1/s) € F|s].

3. Sprawdzamy minimalnos¢ modelu Fj, ze wspotczynnikami a) ze wzgledu na
waluacje vs stowarzyszona z s.

Jesli uzyskany model F; jest v,-minimalny dla wszystkich a € F' oraz model Ej
jest vg-minimalny, to méwimy, ze tak wybrany model E; jest globalnie minimalny.

Uwaga 2.2.5. Pierscien wielomianéw F'[t] jest dziedzina ideatéw gtéwnych, wiec
dla krzywej eliptycznej E nad F[t] zawsze istnieje model E; Weierstrassa, ktory
jest vg,-minimalny dla wszystkich @ € F jednoczesnie, patrz [Sil86, VIII§S].
Ponadto z minimalno$ci wyboru n w punkcie 2. powyzszej procedury, wynika,
ze odpowiadajacy mu model Fy nad F[s] jest vs-minimalny. Zatem dla kazdej
krzywej FE nad F(t) istnieje model globalnie minimalny. Odtad vs-minimalno$é
nazywac¢ bedziemy minimalnoscig w oo.
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Ponizsze twierdzenie zostalto sformutowane w [SS10] §8.2] bez dowodu. Przyta-
czamy wlasny dowod tego faktu. To twierdzenie wykorzystamy wielokrotnie w
dalszej czesci tekstu przy okazji obliczen zwigzanych z algorytmem Tate’a. Dzieki
Twierdzeniu [2.2.6) mozna odczyta¢ minimalno$¢ modelu Weierstrassa bezposrednio
ze wspotezynnikéw réwnania .

Twierdzenie 2.2.6. Niech E bedzie krzywq eliptyczng okreslong nad F(t), gdzie
F' jest ciatem algebraicznie domknietym, a t zmienng wolng. Wowczas model
Weierstrassa krzywej E o wspélczynnikach a;(t) € F(t) jest globalnie minimalny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje liczba n € N taka, Ze zachodzg warunki

(i) dla kazdego i wspélczynnik a;(t) nalezy do F[t],
(i) dla kazdego i zachodzi nieréwnosé deg,(a;(t)) < ni,
(iii) istnieje i takie, ze deg,(a;(t)) > (n — 1)i,

(iv) dla kazdego a € F istnieje i takie, Ze vq(a;) < i.

Dowdd. (=) Zatézmy, ze model krzywej E jest globalnie minimalny. Wéwczas
na mocy definicji, wspétezynniki a; € F[t] oraz dla kazdego a € F istnieje taki
wspotezynnik a;, ze v,(a;) < i. W przeciwnym razie dla kazdego i oraz pewnego
a € F mieliby§my v,(a;) > i i zamiana zmiennych (z,y) — (z/(t —a)?, y/(t —a)?)
obnizataby waluacje a;, zachowujac jednoczesnie catkowitosé¢ wspotczynnikéw.
Ponadto jesli model jest globalnie minimalny, to jest w szczegdlno$ci minimalny
w 0o. Zatem istnieje taka liczba naturalna n € N, ze s™a;(1/s) € F|[s], co jest
réwnowazne z tym, ze deg,(a;) < ni. Ponadto z minimalnosci w oo wynika, ze
istnieje takie i, ze vs(ai(s)) < i, rbwnowaznie, ze deg,(a;(t)) > (n — 1)i. To konczy
dowdd implikacji.

(<) Udowodnimy implikacje

(*) Jesli model E nie jest globalnie minimalny, to dla kazdego n € N
zachodzi alternatywa zaprzeczen warunkow (1), (i), (iii) i (iv).

Niech model E nie bedzie globalnie minimalny. Jesli dla pewnego ¢ zachodzi
a; ¢ F[t], to nie zachodzi warunek (i), wiec implikacja (*) jest prawdziwa.
Zaktadamy odtad, ze (7) jest spelniony. Jesli dla pewnego a € F' model E nie jest
ve-minimalny to warunek (iv) nie zachodzi i implikacja (*) jest prawdziwa.
Zakladamy odtad, ze zachodzi (i) oraz (iv). Dla n € N dostatecznie malych
istnieje takie 7, ze deg,(a;(t)) > ni. Wowczas warunek (ii) nie zachodzi i implikacja
(*) jest prawdziwa.

Zaktadamy odtad, ze n jest dostatecznie duze, wigc zachodza (i), (ii) oraz (iv).
Jesli model E nie jest globalnie minimalny i zachodzi (iv), to E nie moze by¢
minimalny w co. Ale z warunku (i7) wynika, ze wspolczynniki a(s) € F|[s].
Zatem dla wszystkich i zachodzi nieréwnosé¢ vs(aj) > i, co jest réwnowazne
ni — deg,(a;(t)) > i, czyli nie zachodzi warunek (iii), wiec implikacja (*) jest
prawdziwa. [
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Definicja 2.2.7 (Dywizor kanoniczny). Z powierzchnia eliptyczna (S, C, ) nad
cialem k stowarzyszony jest snop rézniczek g/, oraz snop kanoniczny wg =
A’ Qg1 Dowolny dywizor K w klasie réwnowaznosci liniowej, odpowiadajacy wg
nazywac¢ bedziemy dywizorem kanonicznym i oznaczaé bedziemy przez Kg. Liczba
samoprzeciecia K2 zalezy tylko od powierzchni S, patrz [Har77, V,Example 1.4.4].

Twierdzenie 2.2.8 ([Har77, V, Remark 1.6.1]). Niech S bedzie gladkq powierzch-
nig rzutowq nad algebraicznie domknietym ciatem k. Zachodzi réwnosé

124(S) = K3 + e2(59), (2.6
gdzie x(S) = x(5,Og) oraz c3(5) jest drugq liczbg Cherna stowarzyszong z S.

Réwnosé nazywaé bedziemy formutlg Noethera od nazwiska Maxa Noethera,
ktory jako pierwszy podal jej dowdd.

Twierdzenie 2.2.9 ([Shi90, Theorem 2.8]). Niech (S,C,m) bedzie powierzchnig
eliptyczng. Woéwczas K2 = 0, wiec

12(5) = ().
Twierdzenie 2.2.10 ([Ogu90, Theorem 1]). Niech (S,C, ) bedzie powierzchnig

eliptyczng nad ciatem k takim, ze char(k) # 2,3. Niech B bedzie zbiorem punktow
w C'(k) ztej redukcji oraz F, = 71 (v). Zachodzi réwnosé
62(5) - Z 6(Fv)a
veEB

gdzie liczby e(F,) zalezg od typu Kodairy widkna w nastepujgcy sposdb.

Typ F, | I(n>1) | IT | IIT | IV | I*(n > 0) | II* | IIT* | IV*
e(Fy) n 213 |4 n+6 10 9 8

Tabela 2.2: Liczby e(F,).

Lemat 2.2.11. Niech K bedzie ciatem, char K # 2,3. Niech E bedzie krzywq elip-
tyczng nad K (t). Wowczas x(S) = x(S, Os) dla powierzchni eliptycznej (S, P, m)
stowarzyszonej z E jest réwne minimalnej liczbie n z Twierdzenia [2.2.6

Dowdd. Niech dany bedzie model globalnie minimalny krzywej E, ktorego wy-
roznik oznaczymy przez A. 7 formuly Noethera dla powierzchni eliptycznej
mamy 12x(S) = c(5). Z kolei ¢3(S) = X, cpe(Fy), gdzie e(F,) jest réwne 0 dla
F, = 77 Y(v), wiékna gladkiego, e(F,) = m, dla wiékna F, z redukcja multiplika-
tywna oraz e(F,) = m,+1 dla wtékna z redukcja addytywna, co wynika z Twierdze-
nia[2.2.10]i z Tabeli 2.3 Z drugiej strony, z Tabeli[2.3Jodczytujemy, ze v(A) = e(F,).
Jesli n jest liczba okreslong w Twierdzeniu dla modelu globalnie minimalnego
krzywej E, to wowczas v (A) = vs(s'?"A(1/5)) = 12n — deg,(A(t)). Ponadto
Y B\(oo} €(Fy) = deg,(A(t)). Laczac obie réwnosci otrzymujemy 3-,cp e(F,) = 12n.
Stad wynika, ze n = x(5). O
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2.2.1 Algorytm Tate’a

Ty

S x¢ Spec Oc

Spec Oc

S C

Rysunek 2.1: Lokalizacja powierzchni S — C

Niech dana bedzie dowolna powierzchnia eliptyczna £ = (S, C, 7). Dla punktu
domknietego x € C' mozemy rozwazy¢ cofniecie morfizmu 7 przez odwzorowanie
Spec O¢, — C, ktore istnieje na mocy [Liu02, Example 2.3.16]. W szczegdlno-
Sci otrzymujemy diagram przemienny przedstawiony na Rysunku 2.1} Niech S,
oznacza S X¢ Spec O, oraz R = O¢,. Zachodzi réwnosé Spec R = {n, s} i
wtokno nad 7 jest krzywa eliptyczna E nad K(C') oraz wtékno 7, !(s) nad s jest
izomorficzne z wtéknem 7~ !(x) nad punktem x € C. Schemat S, — Spec R jest
regularny na mocy regularnosci S — C' oraz rzutowy. Ponadto jest minimalny w
tym sensie, ze jesli istnieje schemat T' — Spec R rzutowy regularny 2-wymiarowy
taki, ze S, — Spec R faktoryzuje sie

S, =T — Spec R

oraz wldkna generyczne sg izomorficzne nad K (C'), to S, jest izomorficzny z T jako
Spec R — schemat. Na mocy [Sil86, Append.C, Thm. 15.2] typ wtdkna specjalnego
mozna wyznaczy¢ na podstawie modelu krzywej E nad K (C'). Ponadto pierscien R
jest pierécieniem z waluacja dyskretna v, [Har77, I Thm. 5.1, T Thm.6.2 A]. Cialo
utamkéw Frac R = K(C). Je$li model Weierstrassa krzywej F jest v-minimalny
to Tabela okresla wszystkie mozliwe postaci wtokna specjalnego nad s.

W szczegdlnosei dla widkna osobliwego F, = m1(s) jego typ S(F,) jest okreslony
w Tabeli 2.4l Niech m, oznacza liczbe sktadowych nierozkladalnych w zadanym
wiéknie F,. Kazda sktadowa jest izomorficzna z P}. Przedstawione tu konfiguracje
wlokien dotycza wytacznie sytuacji, gdy char k # 2,3 oraz k jest algebraicznie
domkniete. Ponadto A jest wyrdznikiem modelu v-minimalnego krzywej E oraz j
jest j-niezmiennikiem dla tego samego modelu. Na mocy algorytmu Tate’a [Tat75,
§0, §6, §7, §8] typ widkna osobliwego mozna odezytaé z modelu v-minimalnego
znajac v(A) oraz v(j).

Maksymalny w sensie inkluzji otwarty podschemat N w S, jest schematem
grupowym nad Spec R. Ponadto N jest modelem Nérona dla E/K(C) co wynika
z [Sil94, TV ,§9]. W szczegblnosci widkno specjalne N = N xp k jest grupa
algebraiczna nad k, gdzie k = R/mpg jest cialem reszt. Sktadowa identycznosci
w N oznaczana bedzie przez NO. Jedli F, jest wiéknem specjalnym morfizmu
Sy — Spec R, to grupg sktadowych wtokna F, nazywa¢ bedziemy grupe

G(F,) = N(k)/N°(k). (2.7)



S(Fy) || Ip |I(n>1)| II | IIT | IV I IF(n>1) v* | 1 | Ir
m., 1 n 1 9 3 5 54 7 8 | 9
(2/)27)*, gdy 2| n,
G(F,) | {0V | zZ/mz | {0V |Z/22 | 2/37 | (2/27.) 737 | 7.)27 | {0}
ZJAZ, edy 24 n
v(A) | 0 n 9 3 4 6 6+n 8 9 | 10
v |>0] =-n |>0| =0 | >0 | >0 = _n >0 | =0 |>0

Tabela 2.3: Typy wlékien specjalnych, char k # 2,3, k =k

HOANZOALAI'TA HOAMAZHM ANIZAOH ¢ TVIZAZOH

81
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Tabela 2.4: Konfiguracja wtokien specjalnych

19
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2.2.2 Twierdzenie o dobrej redukcji

Niech R bedzie piericieniem z zadana waluacja dyskretna. Niech 7 bedzie elemen-
tem uniformizujacym wzgledem waluacji na R i niech k = R/7 R bedzie cialem
reszt. Wéwezas Spec R = {n, s} sktada si¢ z dwoch punktéw. Punkt n = (0) jest
otwarty i w jego domknieciu lezy punkt s = (7). Niech dana bedzie powierzchnia
eliptyczna (.S, IP’IF, ), gdzie K jest domknigciem algebraicznym ciata utamkéw
K = Frac R. Mowimy, ze S ma model nad R jesli istnieje schemat & — Spec R
gladki rzutowy relatywnego wymiaru 2, dla ktérego widkno generyczne S, jest
izomorficzne nad K z powierzchnig S. Ponadto jeli istnieje faktoryzacja

S — P — SpecR
oraz

T 1 Sy X Spec K — P
S, x Speck — Pr

zadaja powierzchnie eliptyczne nad K oraz k, odpowiednio, a takze 71 = 7, to
méwimy, ze S — Spec R ma dobrg redukcje w s.

Dla wielomianu F' € Z[t] oznaczamy przez c¢(F) najwiekszy wspolny dziel-
nik wszystkich wspétezynnikéw wielomianu F. Ponadto dla F' € Z[t] niech Fy
oznacza wielomian prymitywny w Z[t| speliajacy rowno$é F = ¢(F)Fy. Niech
rad(F) € Z[t] oznacza maksymalny ze wzgledu na stopiefi bezkwadratowy dzielnik
wielomianu F' (radykal wielomianu F'). W szczegdlnosci zbiory zer wielomianow
rad(F) i F w Q sa réwne. Ponadto niech d(F') oznacza wyréznik wielomianu F.

Twierdzenie 2.2.12. Niech E bedzie krzywq eliptyczng nad Q(t), ktéra posiada
model Weierstrassa

y? + a1y + asy = 2° + asx® + aux + ag (2.8)

globalnie minimalny nad Q(t) oraz taki, ze a; € Z[t]. Niech A € Z]t] bedzie
wyrdéznikiem tego rownania oraz j € Q(t) jego j-niezmiennikiem. Ponadto niech
f, g € Z[t] bedg wzglednie pierwsze oraz j = f/g. Niech p bedzie liczbg pierwszg
p > 5, ktora spetnia

ptd(h)

dla kazdego h ze zbioru
{rad(ay),rad(ay),rad(as), rad(ay), rad(ag), rad(A), rad(f),rad(g)}.

Zatozimy, ze redukcja modulo p wspotczynnikow a; z rownania Weierstrassa dla
E zadaje krzywq eliptyczng E. Niech model Weierstrassa zadany wspélczynnikams
a; € F,[t] bedzie minimalny oraz dla kazdego h € {rad(A),rad(f),rad(g)} niech
wielomian h € F,[t] bedzie rozdzielczy. Wowczas istnieje gladki rzutowy schemat
S — Ly relatywnego wymiaru 2 spelniajgcy nastepujgce warunki

e wickno Sy zadaje powierzchnie eliptyczng ((SQ)@, I[%, 1), ktorej widknem
generycznym jest E nad Q(t).
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e wldkno Sy, zadaje powierzchnig eliptyczng ((SFp)E’ IP’];—, o), ktorej widknem
p

generycznym jest E nad F,(¢).

Dowdd. Niech K oznacza ciato rozktadu wielomianéw a;(t), A(t), f(t) oraz g(t).
Niech B bedzie zbiorem zawierajacym wszystkie waluacje archimedesowe ciata
K oraz te waluacje niearchimedesowe, ktore pochodzg od idealéw pierwszych
dzielacych wspotezynnik przy najwyzszej potedze wielomianu Ag(t). W pierscieniu
liczb S-catkowitych Ok g ciata K ustalamy ideal pierwszy p dzielacy p. Zadany
jest homomorfizm redukcji ¢ : Ok s — Ok g/p. Warunki narzucone na liczbe
pierwsza p wraz z algorytmem Tate’a pociagaja, ze otrzymamy te same typy
wldkien ztej redukeji nad punktami a oraz ¢(a), gdzie a jest pierwiastkiem Ag(t).
W szezegdlnoéei krzywa E i krzywa E sg wléknami generycznymi powierzchni
eliptycznych o tej samej konfiguracji wtékien osobliwych. Niech W — P%(p) bedzie
schematem, ktory uzyskujemy z réwnania przez domknigcie rzutowe i wybor
tej sktadowej, ktora zawiera afiniczny schemat zadany réwnaniem . Witékno
Wy — IP’}@ zadaje powierzchnie, ktéra nad Q posiada tylko osobliwoéci wymierne,
czyli izolowane punkty podwéjne, por. [CD89, Proposition 5.5.7]. Podobnie wtékno
w charakterystyce p, tzn. W, — Py zadaje powierzchnig, ktéra nad F, ma
rowniez tylko osobliwosci wymierne. Z klasyfikacji typéw osobliwosci wymiernych
na powierzchniach nad algebraicznie domknietym ciatem charakterystyki 0 lub
p > 5 wynika, ze rozwiazywanie tych osobliwosci odbywa si¢ identycznie we
wszystkich charakterystykach i nie zalezy od ich wyboru, por. [CD89, Proposition
0.2.6]. Efektywny sposob znalezienia rozwiazania osobliwosci stanowi algorytm
Tate’a, por. [Sil94, §9, IV]. Poczynione zalozenia gwarantuja nam, ze rozwiazanie
osobliwosci dla W, i Wy z wykorzystaniem algorytmu Tate’a da te same typy
wiokien Kodairy, wiec réwniez te same typy osobliwosci wymiernych. Oznacza to,
ze istnieje gtadki rzutowy schemat S — }P’%(p) taki, ze S — W stanowi rozwigzanie

osobliwoéci. Ponadto wiékno Sg — IP’(%D zadaje powierzchnie eliptyczna nad Q.
Analogicznie wt6kno Sg, — IP’%FP zadaje powierzchnie eliptyczng nad F,,. O

Uwaga 2.2.13. Na mocy podanych wyzej definicji schemat S — Z,) zadaje
model nad Z,) powierzchni eliptycznej, ktorej wioknem generycznym jest E.
Ponadto warunki twierdzenia narzucaja, ze p jest liczbg pierwszg dobrej redukeji.

Uwaga 2.2.14. Szczegdlny przypadek Twierdzenia [2.2.12] jest zawarty w [vLO7,
Proposition 7.1]. Ze wzgledu na specyfike zastosowan autor przeprowadza w loc.
cit. rozumowanie tylko dla widkien osobliwych z redukcja typu I,,.

2.2.3 Model Kodairy-Nérona

Opiszemy teraz w skrocie konstrukcje, ktéra pozwala na przypisanie dowolnej
krzywej eliptycznej E, nad cialem funkcyjnym k(C') ustalonej gtadkiej krzywej
rzutowej C' nad algebraicznie domknietym cialem k£, powierzchni eliptycznej
(S, C, ), ktéra spetnia 71 (ne) = E.

Niech dana bedzie krzywa eliptyczna E nad ciatem funkcyjnym k(C') pewnej
gladkiej krzywej rzutowej C' nad ciatem k& = k. Model Weierstrassa krzywej
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E zadaje schemat & — C°, gdzie C° jest krzywg C' z wyrzuconymi punktami
domknietymi, w ktérych funkcje a; € k(C') maja bieguny. Biorac domkniecie
schematu £ w sensie Zariskiego w P? x C, otrzymamy powierzchnie rzutows <.
Wibékna powierzchni £% nad punktami z C° s gladkimi krzywymi genusu 1.
Ponadto istnieje ciecie zerowe jak w Definicji

O:C — &

Powierzchnia £ moze nie by¢ relatywnie minimalna, wicc stosujac algorytm Tate’a
dla wtdkien osobliwych dokonujemy minimalnego rozdmuchania punktéw osobli-
wych we wtéknach specjalnych. Po skonczonej liczbie krokow otrzymamy model
&' biwymiernie réwnowazny powierzchni £¢, ktéry jest relatywnie minimalny.

Definicja 2.2.15. Model £ nazywaé¢ bedziemy modelem Kodairy-Nérona stowa-
rzyszonym z krzywa E.

Definicja 2.2.16 (Grupa Nérona-Severiego). Niech V bedzie zupelna, geome-
trycznie nierozktadalna rozmaitoscia algebraiczna nad ciatem k. Wéwcezas grupe
dywizoréw Div(V') podzielona przez relacje algebraicznej réwnowaznosci dywizo-
réw nazywamy grupa Nérona-Severiego rozmaitoéci V' i oznaczamy N.S(V%).

W przypadku powierzchni eliptycznych relacje algebraicznej rownowaznosci
dywizoréw mozna zastapi¢ relacja numerycznej réwnowaznosci dywizoréw (Shio-
da, [Shi90]). Przytaczamy ponize]j twierdzenie o skoriczonej generowalosci grupy
Nérona-Severiego.

Twierdzenie 2.2.17 ([Shi90],Corollary 3.2). Niech (S, C, ) bedzie powierzchnig
eliptyczng. Wowczas grupa Nérona-Severiego N.S(S) jest skonczenie generowana i
beztorsyjna.

Dla powierzchni eliptycznej € = (S, C, w) range grupy N S(S) oznaczymy przez
p(S) 1 nazywaé bedziemy liczbg Picarda. Jesli bedzie wynikaé to jednoznacznie z
kontekstu, to napiszemy p(€) zamiast p(S) i podobnie NS(E) zamiast N.S(S).

Twierdzenie 2.2.18 (Formuta Shiody-Tate’a, [Shi90, Corollary 5.3]). Niech
(S, C,7) bedzie powierzchnig eliptyczng. Niech B oznacza zbior punktéw domknie-
tych v, dla ktérych wiékno 7 1(v) jest osobliwe. Przez m, oznaczamy liczbe
sktadowych nierozktadalnych wiékna w1 (v). Niech ponadto E bedzie krzywq elip-
tyczng zadang przez witékno 7= (nc) nad punktem generycznym ne krzywej C.
Wowczas

p(S)=24> (m, — 1)+ ranga E(k(C)).

vEB
Twierdzenie 2.2.19 (Szacowanie liczby Picarda). Niech k bedzie ciatem algebra-
icznie domknietym, a (S, C,m) niech bedzie powierzchniq eliptyczng nad k. Niech
ponadto x = x(5,0g) oraz g = genus(C). Zachodzq nastepujgce oszacowania na
liczbe p(S).

(i) Jesli char k >0, to p(S) < 12x — 2 + 4g.
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(ii) Jesli char k =0, to p(S) < 10x + 2g.

Dowdd. Niech b;(X) oznacza i-ta liczbe Bettiego rozmaitosci X rozumiana jako
dime H(X,C) w charakterystyce zero i jako dimg, HY (X, Qy), gdy char k # /.
Na mocy [CD89, Corollary 5.2.2] zachodzi réwno$¢ by(S) = b1(C). Na mocy
formuly Noethera oraz [CD89, Proposition 5.1.6] dostajemy, ze 12y = e(S),
gdzie e(S) = X1=5(—1)";(S). Dualnoéé Poincaré dla kohomologii singularnych i
(-adycznych daje (patrz [Har77, Appendix C.3.4])

bo(S) = e(S) — 2(1 — by (C)).

Ponadto b, (C') = 2g: gdy chark > 0, patrz [Del77, Arcata, Corollary 3.5]; gdy
char k = 0 krzywa C moze by¢ zrealizowana jako krzywa nad C i jest zwarta
domknieta powierzchnig orientowalna nad R, wiec stosujemy [Hat02, Example
3.3.1]. Laczac fakty otrzymujemy

by(S) = 12y — 2 + 4g. (2.9)

Ponadto na mocy [Shi90, Theorem 2.1] wiemy, ze p(S) < by(S). Stad wynika
oszacowanie podane w (7).

Jedli char k = 0, to powierzchnie S mozemy traktowaé jako okreslong nad C.
Niech hP? = dime H(X, Q% ). Przestrzef rzutowa P posiada metryke Fubiniego-
Study, ktora jest metryka Kéhlera. Jesli S jest podrozmaitoscia analityczna w
pewnej przestrzeni rzutowej P, to obciecie metryki Fubiniego-Study do rozmaito-
sci S zadaje metryke Kahlera na S, patrz [Huy05, Example 3.1.9] oraz [Huy05,
Proposition 3.1.10]. W takim przypadku istnieje rozkltad Hodge’a dla rozmaitosci
S (por. [Huy05, Corollary 3.2.12])

H*(S,C) = @ H(S, Q)
p+q=k

Ponadto istnienie metryki Kéhlera implikuje, ze h?? = h?P oraz dualnos¢ Serre’a
pociaga, ze h?? = h?7P274 patrz [Huy05, Corollary 3.2.12]. Formuta Noethera
implikuje, ze 12x(S) = c2(5), ale [Huy05, §5.1] pociaga, ze e(S) = c2(S), gdzie
e(S) = by — by + by — bg + by. Ponadto z dualnosci Poincaré otrzymujemy, ze
by_; = b;. Rozmaitos$¢ S jest zwarta i spojna, wiec by = 1. Zatem zachodzi réwnosé

12x(S) = 2 — 2b; + bs. (2.10)

Na mocy rozkladu Hodge’a mamy réwniez by = h?% + ht! + h%2. Z podanych
wtasnoéci liczb P4 otrzymujemy

by = 2h%% 4+ RV (2.11)

Z pierwszej czesci dowodu wiemy, ze by (S) = 2g, zatem réwnosé (2.10) mozna
przeksztatci¢ do postaci
by = 12x(5) — 2 + 4g. (2.12)

Ponadto z definicji
X(S) = dlm(c HO(X, 05) — dlm(c HI(X7 Os) —|—dlm(c H2(X, Os) = h0,0 — ho’l + h0’2.
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Powierzchnia S jest rzutowa, wiec h%? = 1. Ponownie stosujac rozktad Hodge’a
otrzymamy b; = 2h%!, a wiec réwniez g = h®!. Ostatecznie

h? = x(S) —1+g. (2.13)

Przyréwnujac (2.12)) i (2.11)) z (2.13) otrzymujemy

Rt =10x(S) + 2g. (2.14)
Kroétki cigg doktadny snopow na S
07— 052505 =1

indukuje dtugi ciag doktadny kohomologii

.= HYS,Z) — H'(S,05) — H'(S,0%) % H*(S,Z) — .. ..
Zachodza réwnosci Pic(S) = H(S,0%) oraz NS(S) = Pic(S)/ ker d. Inkluzja
snopéw Z C C nad S indukuje odwzorowanie H?(S,Z) — H?(S,C). Obraz
ztozenia

Pic(S) > H*(S,Z) — H?(S,C)
jest zawarty w
HYY(S,7Z) := Im(H*(S,Z) — H*(S,C))n H“'(S).

Indukowane odwzorowanie Pic(S) — H"“(S,Z) jest surjektywne. Wlasnosé ta
nazywana jest twierdzeniem o (1,1)-klasach Lefschetza, por. [Huy05, Proposition
3.3.2]. W szczegélnosei implikuje ono, ze ranga NS(S) = ranga H* (S, Z). Otrzy-
mujemy ograniczenie p(S) < M ktére w polaczeniu z réwnoscia daje teze
(ii). O

2.2.4 Krotno$¢ przeciecia i wysokos¢ punktow

Niech € = (5, C, ) bedzie dowolng powierzchnia eliptyczna. Grupa NS(S) jest
skonczenie generowana i beztorsyjna. Dla dwoch nierozktadalnych krzywych
C1,Cy C S okreslamy krotno$¢ przeciecia

Or-Co=t{pe Sk): pe Ci(k)NCa(k)}

przy zatozeniu, ze C i C5 przecinaja sie transwersalnie w kazdym punkcie. Istnieje
doktadnie jedno odwzorowanie dwuliniowe symetryczne

(, ) :Div(S) x Div(S) — Z, (2.15)

ktore spelnia (C, Cy) = C - Cy dla krzywych C1, Cy przecinajacych sie transwer-
salnie. Ponadto dla dwéch dywizoréow liniowo réownowaznych D ~ D' zachodzi
réwnosé (D, D") = (D', D") dla dowolnego dywizora D" € Div(S), [Sil94) I11,§7
Theorem 7.2]. Indukuje to odwzorowanie dwuliniowe ( , ) na grupie NS(S).
W szczegblnosei, na mocy [Shi90, Theorem 3.1], odwzorowanie dwuliniowe na
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NS(S) jest réwniez niezdegenerowane. Para (NS(S),( , )) jest wiec krata, tj.
NS(S) jest wolnym Z-modultem skonczonej rangi z zadanym odwzorowaniem
(, ) :NS(S) x NS(S) — Q, ktére jest dwuliniowe, symetryczne i niezdegene-
rowane. Odwzorowanie ( , ) nazywaé¢ bedziemy iloczynem przeciecia lub formg
PTZEciecia.

W kracie NS(S) wyrézniamy podkrate T'(.S) generowana przez obraz ciecia zero-
wego O, przez dowolne widkno F' oraz przez skladowe widkien osobliwych ©,;
dla v € B oraz i € {1,m, — 1}. Przypominamy, ze B C C(k) oznacza zbiér
punktéw, nad ktérymi widékna wzgledem 7 sa osobliwe. Definiujemy krate L(S)
jako dopeienie ortogonalne do 7'(.5),

L(S) =T(S)* = {x € NS(9) : (z,y) =0dlay € T(S)}.
Krata L(S) wyznacza odwzorowanie przestrzeni liniowych nad Q
¢ : NS(S)g = L(S)e,

gdzie NS(S)q := NS(5) ®z Q oraz L(S)g := L(S) ®z Q. Odwzorowanie ¢ jest
projekcja ortogonalng ze wzgledu na podprzestrzen T'(.S)q. Ponadto jesli E jest
wiéknem generycznym morfizmu 7 nad K = K(C), to mamy izomorfizm grup

E(K) = NS(S)/T(S)
P~ P+T(S),

gdzie P jest obrazem ciecia wyznaczonego przez punkt P na widknie E, por.
[Shi90, Lemma 5.2]. Z tego wynika, ze odwzorowanie ¢ indukuje odwzorowanie z

E(K) do L(S)q.

Definicja 2.2.20. Niech E(K) bedzie okreslone jak wyzej. Dla dwoch punktéw
P,Q € E(K) definiujemy ich iloczyn skalarny

Przez wysoko$é punktu P rozumieé¢ bedziemy liczbe (P, P).

Z definicji wynika, ze wartosé¢ (P, Q) jest liczba wymierna. Krata (L(S),(, )) jest
ujemnie okreslona na mocy [Shi90, Theorem 7.4], wiec (P, Q) > 0 dla dowolnych
P,Q € E(K). Ponadto iloczyn (P, Q) jest efektywnie obliczalny o ile znamy
typy wlokien ztej redukcji przy zadanym morfizmie 7 : S — C' oraz wiemy,
ktore sktadowe widkien przecinaja krzywe P i Q, [Shi90, Lemma 8.1] oraz [Shi90,
Theorem 8.6]. Okreslamy podgrupe w E(K)

Eo(K) ={R € E(K) : R przecina sktadowa ©, ¢ widkna nad v € C(k)},

gdzie O, ¢ jest sktadowa, ktérg przecina obraz ciecia zerowego dla kazdego wtokna

ve C(k).



ROZDZIAL 2. RODZINY KRZYWYCH ELIPTYCZNYCH 26

Stwierdzenie 2.2.21 ([Shi90, Thm.8.6]). Niech E bedzie krzywq eliptyczng nad
ciatem K zdefiniowang jak wyzej. Wowczas dla punktow P,Q € E(K) mamy
rownosc

(P,Q)=x(S)+ PO+ Q.0—-P.Q—> c,(PQ).

vEB

Liczby ¢, (P, Q) € Q sq wyznaczone na podstawie konfiguracji widkna nad punktem
v oraz informacji o tym jak krzywe P i Q przecinajg poszczegélne sktadowe widkna
nad v. Ponadto jesli P € E(K)ors, to (P, Q) =0 dla dowolnego ) € E(K).
Jesli P € Ey(K), Q € E(K), to wéwczas

(P,Q)=x(S)+P.O+Q.0-P.Q,
(P, P) = 2x(S) + 2P.0.

Dowdd. Jawny wzér na liczby ¢, jest podany w dowodzie [Shi90, Theorem 8.6].
Ponadto, gdy P € E(K )i jest punktem torsyjnym, to na mocy [Shi90, Lemma
8.2] otrzymujemy (P, Q) = 0 dla dowolnego @) € F(K). Ostatnie dwie wtasnosci
wynikaja bezposrednio z definicji podgrupy Ey(K) oraz z faktu, ze liczby ¢, (P, Q)
sq zerami wtedy, gdy jedna z krzywych P lub @ przecina w kazdym wtéknie
sktadowg krzywej O wyznaczonej przez ciecie zerowe O : C' — S. Ponadto zachodzi
wzér P.P = —x(S), patrz [Shi90, Theorem 2.8]. O

Gdy P nalezy do E(K), to (P,P) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy P €
E(K)tors, por. [Shi90, Theorem 8.4]. Grupa ilorazowa E(K)/E(K)iys Wraz z
iloczynem (,)g indukowanym z (,) na E(K) jest dodatnio okreslong krata. Pare
(E(K)/E(K)iors, {, ) p) nazywaé bedziemy kratqg Mordella- Weila.

Ponizszy lemat mozna odnalezé w [SS10, Corollary 7.5]. Przedstawiamy dowdd
tego faktu.

Lemat 2.2.22. Niech E bedzie krzywq eliptyczng nad Q(t), ktdra jest widknem
generycznym powierzchni eliptycznej € = (S, IE%, 7). Niech B C P}@(@) oznacza
2biér miejsc zlej redukcji dla © oraz F, = w7~ (v). Niech G(F,) oznacza grupe
okreslong w réwnosci (2.7). Wowczas istnieje monomorfizm

¢ : E(@(t))tors — H G(Fv)

veB

Dowéd. Niech K = Q(t). Definiujemy odwzorowanie ¢, ktére dla kazdego v € B
przyporzadkowuje punktowi P € E(K) element z G(F,) odpowiadajacy sktadowej
wltokna F, przecinajacej cigcie P. Odwzorowanie ¢ jest homomorfizmem, [Sil94]
Propostion 6.10]. Niech teraz P oraz @) beda punktami z E(K )os, ktore spetniaja
&(P) = ¢(Q). Oznacza to, ze ciecia P oraz @ dla kazdego v przecinaja te sama
sktadowa widkna F,. W szczegdlnosci ¢, (P, Q) = ¢, (P, P) = ¢,(Q, Q). Ponadto na
mocy Stwierdzenia [2.2.21] mamy (P, Q) = (P, P) = (Q, Q) = 0. Jesli x = x(S), to
na mocy poprzedniej réwnosci oraz Stwierdzenia otrzymujemy P.O = Q.0
oraz P.QQ = —Y. Dla powierzchni eliptycznej € zachodzi y > 0, natomiast dywizory
P, @ sa nierozkladalnymi krzywymi. Gdy P # @, to P.Q > 0. Zatem P = Q,
czyli P = Q. O]
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Rysunek 2.2: Zamiana bazy dla powierzchni S7, S5 i S5

Uwaga 2.2.23. Z Definicji wynika, ze zbiér B z Lematu [2.2.22] jest
skonczony, wiec na mocy Tabeli iloczyn T[] G(F,) jest grupa skoriczona.
veEB

Z istnienia monomorfizmu ¢ wynika, ze grupa E(Q(t))iors jest skoficzona.

2.2.5 Powierzchnie eliptyczne nad P!

Rozwazymy kilka powierzchni eliptycznych zdefiniowanych nad prosta rzutowsa
]P’}@ nad cialem liczb algebraicznych Q. Okreslamy morfizmy:

¢1 : ]P}@ - ]P)}Qa ¢1(t) = t27
2t
0o : Py — Py, da(t) = s
Stwierdzenie 2.2.24. Morfizmy ¢, © ¢o majq stopien dwa. Morfizm ¢, jest
rozgateziony w punktach {0,00}. Morfizm ¢y jest rozgaleziony w punktach {:I:%}

Stopien rozgatezienia odwzorowan ¢y 1 ¢o w kazdym z wymienionych punktow jest
rowny 2.

Dowdd. Teza wynika z bezposredniego rachunku. O

Okreslamy powierzchnie eliptyczna £ = (57, IE%, 1), ktorej wtokno generyczne
v =x(x— (t — 1)%)(z — 42).

jest krzywa eliptyczng nad Q(t). Biorac przeciagniecie odwzorowania my : S; — ]P’}@
przez ¢y : ]P’}@ — P}@ otrzymamy nowa powierzchnie eliptyczna & = (s, P}@, o),
ktorej wtokno generyczne ma postac

v’ =z(x — (2 — 1)) (z — 412).

Stosujac ponownie zamiane bazy poprzez morfizm ¢ otrzymamy z powierzchni
&> nowa powierzchnie £ = (.3, P}@, 73), ktorej wtéknem generycznym jest krzywa

eliptyczna
2t

“ 5y

Gtadkie powierzchnie rzutowe mozna sklasyfikowaé ze wzgledu na ich wymiar
Kodairy. Stosujac te klasyfikacje dla powierzchni eliptycznych nad P! podamy
gbérne oszacowania na liczbe Picarda powierzchni &, & i &s.

y* =x(r — (u® —1)?)(z — 4u?), wu
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Definicja 2.2.25 (Krzywa wyjatkowa). Gladka krzywa C' zanurzona w gladkiej
powierzchni X nazywamy wyjgtkowq, gdy jej iloczyn samoprzeciecia C.C' jest
réwny —1 oraz C' = PL.

Definicja 2.2.26 (Wymiar Kodairy). Niech X bedzie gltadka powierzchnia alge-
braiczng nad ciatem k dowolnej charakterystyki oraz niech X nie zawiera krzywych
wyjatkowych. Niech ponadto Kx bedzie dywizorem kanonicznym powierzchni X
oraz I'(X, O(nKx)) dla dowolnego n > 0 bedzie k-przestrzenia liniowa globalnych
przekrojow snopa O(nKy) . Wéwcezas liczbe

k= tr.deg., | PL(X,0(nKx))| —1
n=0
nazywac¢ bedziemy wymiarem Kodairy powierzchni X

Twierdzenie 2.2.27. Niech & = (S,C,m) bedzie powierzchniq eliptyczng. Wow-
czas wymiar Kodairy powierzchni k(S) przyjmuje wartosci —1,0 lub 1 i mowimy,
ze powierzchnia jest

o wymierna, gdy k(S) = —1,
o typu K3, gdy r(S) =0,
e eliptyczna ogdlnego typu, gdy x(S) = 1.

Ponadto dla x := x(S,Os), jesli k = —1, to x =1, jesli k = 0, to x = 2 oraz jesli
k=1, tox > 2.

Dowadd. Twierdzenie to jest szczegdlnym wnioskiem z twierdzenia klasyfikujacego
dla powierzchni algebraicznych. Dowéd tego faktu, niezalezny od charakterystyki
ciala bazowego jest zawarty w [BMT77] oraz [Mum69].

O

Twierdzenie 2.2.28. Niech £ = (S, P}, ) bedzie powierzchniq eliptyczng oraz
niech k bedzie ciatem algebraicznie domknietym char(k) # 2,3. Zaléimy, Ze model
minimalny Weierstrassa witokna generycznego powierzchni £ ma postaé

y? + ar(t)zy + az(t)y = >+ ag(t)a:2 + ay(t)x + ag(t),

gdzie a;(t) € k[t]. Niech n bedzie liczbg okreslong w Twierdzeniu [2.2.6. Wtedy
wymiar Kodairy k(S) wynosi odpowiednio

o k(S)=—1, gdyn=1,
e k(S)=0, gdyn =2,
e k(S)=1, gdyn > 3.

Dowdd. Na mocy Lematu [2.2.11]liczba n jest réwna x(S, Og). Wystarczy teraz
skorzysta¢ z Twierdzenia [2.2.27] O]
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Lemat 2.2.29 (|[Nasl3, Lemma 3.6]). Wymiary Kodairy powierzchni &;,Es,E;
wynoszq, odpowiednio —1,0, 1.

Dowdd. Sprawdzamy, ze wtdkna generyczne Ey, Fy maja zadane réwnania We-
ierstrassa w postaci globalnie minimalnej, por. Tabele [2.6] Dla krzywej Ej
odpowiedni model globalnie minimalny E%*" uzyskany po wyrugowaniu mianow-
nikéw ma wiékna osobliwe opisane w Tabeli Na mocy Twierdzenia liczba
n okreslona w Twierdzeniu wynosi dla By, Ey i Ef" odpowiednio 1,2 i 4.
Zastosowanie Twierdzenia konczy dowdd.

[
Miejsce v S(Fy) | G(Fy)
t=1 L | z/az
t=0 L | z)2z
pierwiastek 1 — 6t +t*=0| I 727
t =00 I 727

Tabela 2.5: Wiékna osobliwe, E; : y? = x(z — (t — 1)?)(z — 4t)

Miejsce v S(Fy) | G(Fy)
t=1 L | z/z
t=0 L | Z/4Z

t=—1 L | Z/4z

pierwiastek —1 — 2t +¢* = 0 I, Z7]27
pierwiastek —1 + 2t +t* =0 I, Z7]27
t = oo L | 2/47

Tabela 2.6: Wiokna osobliwe, Ey : y? = z(x — (t* — 1)?)(z — 4t?)

Lemat 2.2.30 ([Nasl3, Lemma 3.7]). Ranga grupy E,(Q(t)) jest réwna 1.

Dowdd. Powierzchnia £ jest wymierna na mocy Lematu [2.2.29] Na mocy Twier-
dzenia [2.2.19 wiemy, ze p(€;) < 10. Na mocy Twierdzenia [2.2.18| oraz Tabeli

dostajemy

ranga(E Q) = p(€) — 2~ Y (my —1) <10 -2-7=1,

vEB

Ponadto punkt

P = (—4t,4v/=2t(t + 1))
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Miejsce v S(Fy) | G(Fy)

t=0 L | zuz
pierwiastek 5 + 2 = ( I, Z]AZ
pierwiastek 5 — 2t +t* =0 I, Z]AZ
pierwiastek 5+ 2t +t* =0 I 7.]AZ

pierwiastek (5 — 2t +t%)2 =8t | I, /27
pierwiastek (5 + 2t +¢*)? =8t* | I /27
t— oo L | z/az

Tabela 2.7: Wiokna osobliwe, Fs : y* = z(z — (u* — 1)%)(z — 4u?), u = 525

lezy na krzywej E; i jest punktem nieskonczonego rzedu na mocy Lematu [2.2.22]
bo 2P oraz 4P sa rozne od zera. O]
Uwaga 2.2.31. Punkt P = (—4t,4y/—2t(t+1)) lezacy na krzywej E; nie generuje

czesci wolnej grupy Mordella-Weila Ey(Q(t)). Latwo sprawdzi¢, ze
P =2Q+(0,0),

gdzie Q = (2 (=14 v2) (—1 + t)t, =2y/=T(=1+ )t (1 — 3t + 2/2t)). Wysokos¢
tego punktu wynosi 1/4 i mozna pokazaé, ze punkt ten generuje cze$¢ wolna grupy
Mordella-Weila, por. Lemat [2.5.17]

Lemat 2.2.32 (Lemma 3.8, [Nas13]). Grupa E5(Q(t)) ma range 2.

Dowéd. Na mocy Lematu [2.2.29] powierzchnia eliptyczna &, stowarzyszona z
krzywa Es jest typu K3. Na mocy Twierdzenia otrzymujemy, ze p(Ey) < 20
dla powierzchni nad ciatem charakterystyki 0. Z formuty Shiody-Tate’a oraz Tabeli
[2.6] otrzymujemy, ze

ranga E;(Q(t)) < 2.

Punkty

P = (—4t* 4/ =22 (1* + 1)),
Q= (2(t —1)%,2(=1 4+ t)*(=1 42t + 1?)).

sg nieskonczonego rzedu na mocy Lematu [2.2.22, Ponadto wartos¢ iloczynu
skalarnego na punktach P, Q wynosi (P, P) =2, (Q,Q) =11 (P, Q) =(Q, P) = 0.
Stad wynika, ze punkty sa liniowo niezalezne w grupie F»(Q(t)), por. Lemat
2.6.8 ]

Ponizszy lemat podaje zgrubne oszacowanie rangi w grupie E3(Q(¢)). Aby
istotnie poprawi¢ ten wynik, w dalszej czesci rozdziatu zastosujemy silniejsze
narzedzia niz formuta Shiody-Tate’a.
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Lemat 2.2.33. Grupa E3(Q(t)) ma range r, gdzie 3 < r < 6.

Dowdd. Dana jest powierzchnia eliptyczna & stowarzyszona z Ej3. Z Lematu
2.2.29| wynika, ze wymiar Kodairy tej powierzchni wynosi 1 oraz x(S) = 4, gdzie
& = (S, ]P%, 7), wiec na mocy Twierdzenia [2.2.27| oraz Twierdzenia [2.2.19|liczba
Picarda p(&3) jest co najwyzej réwna 40. Stosujac formute Shiody-Tate’a mamy
zatem:

40> p(E)=2+> (my—1)=2+84—-1)+82—1)+r=34+r

veEB

i stad r < 6. Na krzywej E3 znajdziemy 3 punkty liniowo niezalezne i Q(t)-
wymierne:

Pr=(2(14+V2)(=1 +u)%u, 2v=1(1 + V2) (=1 + (V2 — w)?) (1 + u)*u),
Py = (2(u—1)%2(=1 +u)*(—=1 + 2u + u?)),

o (12 (=5 +t*)u (=14 u?)
3 — ) 5+t2 ’

gdzie u = 5%2 Ponadto (P, Pj) =0, gdy @ # j oraz (P, P;) =i dlai € {1,2,3},
wiec punkty {P;, P, P53} sa liniowo niezalezne, por. Lemat ]

2.3 Kohomologie /-adyczne i ranga

W tym podrozdziale rozwiniemy techniki szacowania rangi grupy Nérona-Severiego,
ktore pozwola nam poprawi¢ wynik z Lematu [2.2.33]i podaé¢ doktadng wartosé

rangi grupy F3(Q(t)).

Przedstawione ponizej definicje i twierdzenia zostaty zaczerpniete z pracy N.
Katza [Kat], ktora zbiera podstawowe wtasnosci kohomologii étale udowodnione
przez Grothendiecka, Deligne’a i ich wspotpracownikéw w SGA. Niech X bedzie
rozmaitoscig rzutowa nad algebraicznie domknietym cialem dowolnej charaktery-
styki p > 0. Ustalmy liczbe pierwsza ¢ # p. Przez Z, oznaczamy pierscien liczb
(-adycznych catkowitych oraz przez Qy jego ciato utamkéw. Dla dowolnego ¢ > 0
oraz dowolnego n > 1, niech H} (X, Z/("Z) oznacza i-ta grupe kohomologii étale,
gdzie Z/{"Z jest snopem statym. Dla dowolnego i > 0 definiujemy

HiX. Q1) = (1 HL (X, 2/0°2) ) 0, Q.

Grupe H (X, Q) nazywamy i-ta grupg kohomologii (-adycznych.

Twierdzenie 2.3.1 ([Kat]). Niech X bedzie rozmaitosciq gladkq i rzutowg nad
cialem k algebraicznie domknietym wymiaru n. Grupy H' (X, Qy) posiadajg na-
stepujgce wiasnosci.

(1) H.(X,Qp) jest przestrzeniq liniowg nad Q, oraz dimg, H (X, Q) = 0 dla
1 > 2n. Przestrzenie te sq skonczenie wymiarowe dla v < 2n.
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(2) Dla dowolnych i, j istnieje naturalnie okreslone odwzorowanie dwuliniowe
(“cup product”)

Hy(X,Qe) x HA(X, Qo) = Hy (X, Qo).
(3) Zachodzi réwnosé dimg, H2(X, Q) = 1 i “cup product”
Hé’t(X> QZ) X H?f_i(Xv @5) - He%ZL(Xa QZ) ~ Qy

jest niezdegenerowang formq dwuliniowq dla i spetniajgcych 0 < i < 2n.

(4) Jesli X jest okreslona nad C, to

Hi’t(Xv @f) ®@z C= Hi (Xam C)a

sing

gdzie X, oznacza gladkqg rozmaitos¢ nad C stowarzyszong z X oraz Hﬁmg
jest i-tg grupg kohomologii singularnych X, ze wspotczynnikami w C.

Grupy pierwiastkow z jednosci pem C Fy, ¢ = p™, m € N tworzg system odwrotny
{itgn — prgn— 2 ¢ = ('}, Granica pye = Ljﬁl,ugn w naturalny sposéb jest Z,-
modulem i dziata na niej grupa Galois G = Gal(F,/F,). Topologiczny generator
o € G : s +— 59 dziala na elementach ¢ € p jak mnozenie przez q: q-¢ := o(¢) = (7.

Definicja 2.3.2. Niech M bedzie Zy|G]-modutem. Dla r € N ustalonego r-tym
twistem Tate’a nazywamy Z|G]-modut

M(r) = M ® ()",

Gdy X jest gladka rzutows rozmaitosciag nad F,, to definiujemy na X absolutny
morfizm Frobeniusa
Fy: X=X

jako identycznosé na punktach X i speliajacy warunek F ;? :Ox — Ox, F ;? (s) =

sP dla indukowanego odwzorowania na snopie strukturalnym. Na schemacie X =
X Xgpeck Speck mamy absolutny morfizm Frobeniusa

FX:FXXFE'

Morfizm F'; indukuje dziatanie na H, (X, Q) (m) dla dowolnych i oraz m. Z pracy
[Tat63), §3] wiemy, ze dziatanie to jest identycznoscia. Zatem morfizmy Fy X idg .7
oraz idx x Fy indukuja na H: (X, Q) (m) odwzorowania, ktére sg wzajemnie
odwrotne. Gdy dany jest generator o € G mamy o = F, gdzie r wyznaczone jest
przez q = p". Podobnie niech ®x = F§. Wéwczas @y X 0 = F;Z Oznaczmy przez
<I>}(m) oraz 0*(™ endomorfizmy indukowane na HZ, (X, Q;)(m). Jak wezesniej byto

powiedziane @}gm) oraz 0™ sg odwrotnoéciami jako endomorfizmy.

Wielomian charakterystyczny char(®% ), := det(I -2z — ®%|Hi, (X, Q) ma wspol-
czynniki w Z i nie zalezy od wyboru ¢ # p. Oznaczaé¢ go bedziemy char(®%);
lub jesli jasne jest z kontekstu jaki jest indeks i, bedziemy pisa¢ char(®%). Z



ROZDZIAL 2. RODZINY KRZYWYCH ELIPTYCZNYCH 33

hipotezy Riemanna dla rozmaitosci nad ciatami skonczonymi udowodnionej przez
P. Deligne’a ([Del74, Théoréme 1.6]) wynika, ze pierwiastki wielomianu char(®%);
maja modut réwny ¢*/2. Ponadto wymiar dimg, H} (X, Q) nie zalezy od wyboru
liczby pierwszej /.

Sformutujemy teraz dwa kluczowe twierdzenia, ktére pozwalaja oszacowaé z gory
range grupy Nérona-Severiego.

Twierdzenie 2.3.3 ([vLO07, Proposition 6.2]). Niech L bedzie cialem liczbowym
oraz q niech bedzie ideatem maksymalnym w pierscieniu liczb catkowitych O ciala
L. Niech ciato reszt k = Op/q bedzie rowne F,. Oznaczmy przez A lokalizacje
(OL)q wzgledem ideatu q. Niech S bedzie schematem catkowitym

S — Spec A,

ktory jest rzutowy, gladki @ wymiaru relatywnego 2. Zalézmy ponadto, ze S =
S x SpecL oraz S = S x Speck sq schematami catkowitymi. Wéwczas, dla
dowolnego (1 q istniejg naturalne injekcje

NS(S) @z Qe — NS(S) @z Qe — HZ(S, Q)(1).

Druga injekcja jest niezmiennicza ze wzgledu na dzialanie Gal(F,/F,). Pierwsza
injekcja pochodzi od naturalnego zanurzenia

NS(S) = NS(S).

Niech A(A\g, T, V) oznacza krotno$é wartosci wlasnej \g operatora liniowego
T :V — V dzialajacego na skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V. Jesli
Ao nie jest wartosciag wlasna operatora 7', to przyjmujemy A(Ag, 7, V') = 0.

Wnhniosek 2.3.4 ([vL07, Corollary 2.3]). Przy zalozeniach z poprzedniego twierdze-
nia, niech Sy bedzie przeciwobrazem niezerowego q € Spec A wzgledem morfizmu
S — Spec A. Zachodzq wtedy nieréuwnosci

rangaN S(S) < mngaNS(g) < 2:/\(@7 ’;k,He?t(E Q)),
¢

gdzie suma przebiega po wszystkich pierwiastkach z jednosci v jest skonczona na
mocy definicji \.

Dowdéd. Zauwazmy, ze kazdy element NS(S) jest reprezentowany przez dywizory,
ktore sg okreslone nad pewnym rozszerzeniem ciata F,. Skoro grupa NS (§ ) jest
skoniczenie generowana, to istnieje takie rozszerzenie F v, ze dywizory w N.S (5 )
s okreslone nad F x. Wtedy automorfizm (o*M)N dziatajacy na HZ(S,Q;)(1)
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jest identycznoScig na podprzestrzeni N.S (§ ) ® Q. Stad

ranga NS(S) < A(1L, (6"W), NS(S) @ Q) (2.16)
< AL (* NN, HE (S, Qi)(1)) (2.17)
= Z 0, HE(S,Qu)(1)) (2.18)
SZ (Cq, Ps,, H3 (S, Q1)) (2.20)
;

Sumy przebiegaja po wszystkich pierwiastkach z jednosci. Nieréwnosé (2.16
wynika z tego, ze (0*(M)N jest identycznoscig na N.S(S) ® Q. Nieréwnosé (2.17
indukuje injekcja z Twierdzenia Operator (o*()N ma wartoéci wiasne, ktére
s N-tymi potegami wartosci wtasnych operatora (a*(l)), stad . Nieréwnosé
wynika z faktu, ze o dziatla na module Tate’a us~ przez mnozenie przez q.
Ostatnia nieré6wnos¢ wynika z tego, ze o* jest odwrotnoscig @%, . O]

Uwaga 2.3.5. Nalezy odréznié ¢ - ( rozumiane jako (¢ w module py~ od iloczynu
(q, ktéry oznacza w powyzszym wniosku liczbe algebraiczng ¢ + ... + (, gdzie
dodajemy ( doktadnie ¢ razy.

W celu wykorzystania w praktyce powyzszego wniosku, nalezy obliczy¢ wie-
lomian charakterystyczny operatora ®% . Wykorzystamy do tego celu formute
Lefschetza udowodniong przez Grothendiecka.

Twierdzenie 2.3.6 ([Mil80, VI,Theorem 12.3]). Niech X bedzie gladkq rozmaito-
$cig rzutowq nad F,, wymiaru n. Dla dowolnej liczby pierwszej € { g oraz dowolnego
m zachodzi réownosé

2n

#X(Fyn) = Z(_Di TT(((D*X)m’Hi’t(ya Q).

=0

Wyrazenie z lewej strony réwnosci oznacza liczbe punktow IF m-wymiernych na
rozmaitosci X . Symbol Tr oznacza operator sladu endomorfizmu.

Wykorzystamy elementarna metode rekonstrukeji wielomianu charakterystycznego
operatora 1" : V' — V na skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V', przy
zadanych $ladach t,, = Tr(T") dla dowolnych n > 0. Niech p(z) = det({ -z — 1)
bedzie wielomianem charakterystycznym operatora 7' na przestrzeni V. Niech

dany bedzie formalny szereg exp(z) = 3202 L. Zachodzi tozsamosé

dim 14

() =

exp(X°, 1,2 ")

T or
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Otrzymujemy z tego nastepujace klasyczne wzory na kolejne wspotczynniki wielo-
mianu p(z) = 2" + 12"+ ...+ ¢,

= —ty,

S 1),
cy = é(—ti’ + 3tity — 2t3), (2.21)
cy = 24( — 613ty + 3t5 + 8tyt3 — 6ty),

2.3.1 Obliczanie wielomianu charakterystycznego
Frobeniusa na powierzchniach eliptycznych

Zastosujemy ogdlny sposob postepowania z poprzedniego paragrafu do sytuacji,
gdy zadana jest powierzchnia gtadka X nad ciatem skoﬁczonym F, taka, ze
(X [P ,T) jest powierzchnia eliptyczna, gdzie X = XIF oraz 7 X — IP’l

Na mocy [Kle68, Corollary 2A10] oraz [CD89, Corollary 5.2.2] Wymlary
dimg, H} (X, Q) oraz dimg, H3 (X, Q) Wynoszq zero. Automorfizm ®% dzia-
ta na Hg‘t(Y, Q) = Qy przez mnozenie przez ¢, natomiast na et(X,LQ@ >~ Qy
jako identycznos¢. Z Twierdzenia wynika, ze dla powierzchni X zachodzi
rownosé .

Tr((®%)™ | Hy(X, Q) = #X (Fgn) — 1 —¢*"

W grupie Nérona-Severiego powierzchni X wyrozniamy podgrupe T'C NS ()N( ),
ktora jest generowana przez obraz cigcia zerowego, dowolnie ustalone widkno nie-
osobliwe oraz sktadowe wtékien osobliwych. Niech W oznacza iloraz HZ(X,Q;)/V
uzyskany przez utozsamienie V' =T ® Qy z jej obrazem przy naturalnym odwzo-
rowaniu kocyklu NS(X) ® Q, < HZ(X,Q;). Chwilowo nie bierzemy pod uwage
dziatania grupy Galois, stad brak skrecenia przez modut Tate’a piy. Operator &%
indukuje operatory liniowe ®%|V : V' — V oraz &% |W : W — W. Wielomiany
charakterystyczne spetniaja réwnosé

char(®%) = char(®%|V) - char(®%|W)

ze wzgledu na multiplikatywnos¢ wielomianu charakterystycznego na ciggach
doktadnych. Dla dowolnej liczby naturalnej m mamy analogiczng rownosé dla
operatora Sladu

Tr((®x)™) = Tr((®x[V)™) + Tr((x[W)™).

2.4 Skrecenia krzywych eliptycznych

Niech C' bedzie gtadka krzywa rzutowa okreslona nad algebraicznie domknigtym
ciatem k. W calym paragrafie zaktadamy, ze ciato k£ ma charakterystyke r6zna
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od 2 i 3. Oznaczmy przez k(C) ciato funkeji wymiernych na C'. Dana jest krzywa
eliptyczna F o réwnaniu Weierstrassa

E:y? =2* + Az? + Bz,
gdzie A, B € k(C) i takie, ze A = 16B% (A* — 4B) # 0 jako funkcja w k(C').

Definicja 2.4.1. Niech dany bedzie element u € k(C)*. Krzywa eliptyczna E®
o réwnaniu
uy® = 2° + Az* + Bx

nazywana bedzie skreceniem kwadratowym krzywej E przez element u.

Standardowa posta¢ Weierstrassa dla krzywej E® jest zadana réwnaniem
v = 2% + Aux? + Bu’z.

Pomiedzy obydwoma postaciami mozna przechodzi¢ poprzez zamiane zmiennych
(,y) — (z/u,y/u?). Przy takiej reparametryzacji bedziemy utozsamia¢ zbiory
punktéw k(C') wymiernych na obu modelach krzywej. Dla elementu u € k(C)
mozemy znalez¢ w domknigciu algebraicznym k(C') element v spelniajacy v? = w.
Rozszerzenie k(C')(v) oznaczaé bedziemy k(C')(y/u). Ponizsze stwierdzenie jest
dobrze znane, jednak ze wzgledu na brak precyzyjnego uzasadnienia tego faktu w

znanej autorowi literaturze, prezentujemy tu szczegétowy dowod (patrz réwniez
[Sil86l, Exercise 10.16] oraz [SS10], §7.11])).

Stwierdzenie 2.4.2. Niech E bedzie krzywg eliptyczng nad ciatem funkcyjnym
k(C). Niech u € k(C)* bedzie takim elementem, ze k(C)(y/u) # k(C). Zalézimy
ponadto, ze ani krzywa E, ani krzywa E™ nie sq izomorficzne nad k(C) z krzywymi
okreslonymi nad k. Zachodzi wtedy rownosc:

ranga E(k(C)) 4+ ranga E™ (k(C)) = ranga E(k(C)(y/u)).

Dowdd. Niech K oznacza ciato k(C). Grupa G = Gal(K (y/u)/K) jest dwuele-
mentowa i generowana przez o : \/u — —y/u. Definiujemy dwie podgrupy w

E(K)

H={P¢€ E(K(Vu): P=0(P)},
H={Pe E(K(u)):P=—o(P)}.

Element P = (x,y) niezerowy w H spehia o(x,y) = (z,y), czylio(z) = zio(y) =
y, stad z,y € K i P € E(K). Na odwrét, kazdy element z F(K) réwniez nalezy
do H i mamy H = E(K). Zauwazmy ponadto, ze krzywa E : y*> = 23+ Ax? + Bx
jest K (y/u)-izomorficzna z krzywa E®™ : y? = 23+ Auz? + Bu®z, gdzie izomorfizm
jest dany odwzorowaniem f : (z,y) — (zu,yu\/u). Niezerowy punkt P € H
dany jest w postaci P = (o, By/u), o, B € K, co wynika z réwnosci o(P) = —P.
Izomorfizm f przeksztatca punkty z H nastepujaco

f(a, By/u) = (au, fu?).
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Daje nam to izomorfizm grup Hi E™(K). Laczac obie obserwacje dostajemy, ze
Hx H=E(K)x EM(K).

Rozwazmy teraz odwzorowanie
¢1: B(K(Vu)) = Hx H: Q= (Q+0(Q),Q —0(Q)).

Jesli ¢1(Q) =0, to @ = 0(Q) oraz 2Q) = 0, co daje Q € E(K)[2]. Zatem jadro ¢,
jest skoniczona podgrupa. Okreslamy odwzorowanie

¢s: H x H— B(K(v/u): (P,Q)— P+ Q.

W tym przypadku warunek ¢o(P, Q) = 0 implikuje réwnosé¢ P = —@Q. Skoro

¢l e ¢2

E(K(Vu))

Rysunek 2.3: Odwzorowania ¢, i ¢s.

(P,Q) € Hx H, to P = o(P) oraz Q = —o(Q). Laczac trzy ostatnie réwnosci
otrzymujemy 2P = 0 oraz P = @, czyli ker ¢ C (H x H)[2] = H[2] x H[2]. Zatem
jadro ¢ jest skonczone. W oczywisty sposoéb oba odwzorowania ¢, oraz ¢- sg
homomorfizmami grup. Odwzorowania ¢; i ¢ sa injekcjami z doktadnoscig do
elementow 2-torsyjnych, wiec

ranga E(K (vu)) < ranga(H x H) < ranga E(K (V4)).

Ponadto ranga(H x H) = ranga H + ranga H = ranga E(K) + ranga E®(K) i
w koncu
ranga E(K) + ranga B (K) = ranga E(K (\/u)).

]

Definicja 2.4.3. Niech £ = (S, C, 7) bedzie powierzchnia eliptyczna nad ciatem k
oraz u € k(C)*. Niech E bedzie wldknem generycznym morfizmu 7. Powierzchnie
eliptyczna &' = (5', C, n’) nazywamy skreceniem powierzchni £ wzgledem punktéw
P,Q € C(k) jesli wldkno generyczne morfizmu 7’ jest k(C')-izomorficzne z krzywa
eliptyczng E™ oraz

ordp(u) = 1mod 2,
ordg(u) = 1mod2,
ordg(u) = 0mod 2, dla kazdego R # P, Q.

Powierzchnie £ oznaczamy £(FQ).
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Uwaga 2.4.4. Zauwazmy, ze dla dowolnej pary punktéw P, Q € C(k) istnieje
funkcja u spelniajgca warunki Definicji . Istotnie, grupa Pic’(C) jest réwna
grupie punktéw k-wymiernych na jakobianie Jac(C'). Cialo k jest algebraicznie
domkniete z definicji powierzchni eliptycznej, wiec grupa Jac(C') (k) jest podzielna.
W szczegdlnoéei istnieje klasa [D], D € Div°(C) taka, ze [(P) — (Q)] = 2[D] i
stad (P) — (Q) = 2D + div(f) dla pewnej funkcji f € k(C)*. Ktadziemy u := f.

Uwaga 2.4.5. Gdy C' = P!, to skrecenie jest wyznaczone jednoznacznie przez
zadang pare punktéw P, (). W przypadku, gdy krzywa C' ma genus g wickszy niz
zero, jej jakobian jest nietrywialny i elementy P, () wyznaczaja funkcje u tylko z
dokladnogcia do 2% punktéw 2-torsyjnych na jakobianie Jac(C'). Dokladniej, gdy
u,u’ € k(C)* sa funkcjami, ktére spelniaja warunki definicji, wtedy

div(u) = (P) — (Q) + 2D,

div(u') = (P) = (Q) + 2D,

gdzie D, D’ € Div°(C). Zatem T = D — D’ wyznacza klase [T] € Pic’(C)[2]
Jac(C)(k)[2]. Jesli k jest algebraicznie domknigtym ciatem, to # Jac(C)(k)[2] =
229 poniewaz dim Jac(C') = 2g.

Lemat 2.4.6 (|[Nasl3, Lemma 4.3]). Niech (S,C, ) bedzie powierzchnig elip-
tyczng nad ciatem k oraz niech P,Q € C(k) bedg ustalonymi punktami. Niech
powierzchnia eliptyczna £ = (S(P Q) r(PQ) C') bedzie skreceniem powierzchni
E przez punkty P, Q. Wowczas istnieje krzywa C' nad k oraz surjektywny morfizm
¢ : C"— C stopnia 2 taki, Ze 7er : S X C' — C' oraz Wé}?’Q) :SPQ) . O —
majqg modele relatywnie minimalne i nieosobliwe, ktore sq izomorficzne jako po-
wierzchnie rozwidknione nad C'

Dowdd. Oznaczmy przez E wtokno generyczne morfizmu m. Wéwcezas z Definicji
m wynika, ze istnieje funkcja u € k(C) taka, ze wtékno generyczne morfizmu
7PQ) jest k(C) izomorficzne z E™. Ponadto funkcja u ma nieparzysty rzad
znikania na punktach P oraz @) i parzysty dla wszystkich pozostatych punktow
z C(k). W ciele k(C) istnieje element v taki, ze v* = u. Tworzymy nowe ciato
K = k(C)(v), ktoére jest kwadratowe nad k(C'). Na mocy [Har77, I,Corollary 6.12]
istnieje gltadka krzywa rzutowa C” oraz izomorfizm ¢ : K — k(C"). Oznaczmy
przez ¢ : C' — C morfizm odpowiadajacy ztozeniu k(C) — k(C)(v) = k(C").
Woéwezas u o ¢ = w? dla pewnego w € k(C'). Przez e4z(R) oznaczmy stopient
rozgalezienia morfizmu ¢ w punkcie R znajdujacym sie we witdknie nad punktem
#(R) € C(k). Na mocy Definicji div(u) = (P) 4+ (Q) + 2D, D € Div(C).
Ponadto 2 div(w) = div(u o ¢) = ¢*(div(u)), gdzie ¢* : Div(C) — Div(C") jest

cofnigciem dywizora przez odwzorowanie ¢. Stad

YRR+ D es(R)R)+2¢*D = ¢*(divu) = 2div(w). (2.22)
Re¢=1(P) Rep(Q)

Odwzorowanie ¢ jest stopnia 2, wiec

2=degp= >, ey(R)= >  ey(R).

Re¢=1(P) Rep=1(Q)
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Przypusémy, ze punkty P i () sa oba nierozgatezione. Istniejg zatem pary punktow
Ry, Rs, gdzie Ry # Ry oraz Rs, Ry, gdzie Ry # Ry takie, ze ¢(Ry) = ¢(Ry) = P,
?(R3) = ¢(Rq) = Q oraz ey(Ry1) = ey(R2) = ey(R3) = e4(Ry) = 1. Z réwnania
2.22] wynika, ze

(Rl) + (Rg) + (Rg) + (R4) S QDZU(C/)

W takim wypadku musiatoby zachodzi¢ Ry = R3 lub Ry = Ry, ale punkty
te naleza do réznych witokien, stad sprzecznosé. Podobnie jesli tylko jeden z
punktow P lub @) jest nierozgateziony, dochodzimy do sprzecznosci. Zatem P i Q)
sg oba rozgalezione z doktadnie jednym elementem w przeciwobrazie i o stopniu
rozgatezienia rownym 2.

Oznaczmy przez Sy = S X C' oraz przez Sy = SPQ) x o O zamiany bazy po-
wierzchni S i S9) wzgledem morfizmu ¢. Morfizmy 7 oraz 7("%9) sg rzutowe
na mocy definicji. Z [Har77, II,Corollary 4.8(c)] wynika, ze morfizmy mer i Wé}f’Q)
sa rzutowe. Cialo bazowe k jest algebraicznie domkniete, zatem tylko skoniczenie
wiele wtdkien tych morfizméw nie jest krzywymi eliptycznymi. Przez S; oznaczamy
relatywnie minimalny nieosobliwy model powierzchni 5;, zachowujacy rozwtdknie-
nie nad C’, patrz Definicja [2.2.15] Niech krzywa eliptyczna E nad k(C) bedzie
wléknem generycznym powierzchni eliptycznej (S, C, 7). Wi6kna generyczne mor-
fizméw S; — C” oraz S, — C' s réwne odpowiednio E oraz E™ jako krzywe
eliptyczne nad k(C’). Sa one izomorficzne nad k(C”) skoro E™ jest skreceniem
krzywej E. W szczegdlnosci oznacza to, ze istnieje biwymierne odwzorowanie

(R 51 -3 52.

Odwzorowanie takie musi by¢ ztozeniem odwzorowan typu "blow-up” i "blow-
down”. Ponadto powierzchnie S; oraz Sy nie zawieraja zadnych krzywych wyjatko-
wych (patrz Definicja i uwaga przed nia), wiec ¥ jest trywialnym ztozeniem
odwzorowan typu ”blow-up” i "blow-down” i v przedtuza sie do izomorfizmu. [J

Ponizej zostang wprowadzone powierzchnie eliptyczne, na ktorych bedziemy
wykonywaé obliczenia potrzebne do dowodu Wniosku i Wniosku [2.5.15]
Istota wprowadzenia tych obiektéw jest fakt, ze bezposrednia praca z powierzchnia
eliptyczng & jest trudniejsza.

(1) Niech & = (95, P}@, S; — IP’}@) bedzie powierzchnig eliptyczng z widknem
generycznym
Byt =a(r — (t—1)%)(z — 4).

1 oo . . .
(2) Oznaczamy przez & = 51(5’ - (51, IE%, S;— IP’}@) skrecenie powierzchni &;
wzgledem punktow % i co. Wldkno generyczne powierzchni £ ma postaé
By —(=145t)y* = x(z — (t — 1)%)(z — 4¢t).
1
(3) Oznaczmy przez £ = 81(0’5) = (57 ,]1%, ST — P}@) skrecenie powierzchni &
wzgledem punktéw 0 i 1. Wikno generyczne powierzchni £ ma postaé

B —t(—=14+5t)y* = z(x — (t — 1)) (x — 4¢).
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(4) Niech & = (9, ]P%, Sy — IP’}@) bedzie powierzchnig eliptyczng z wiéknem
generycznym
By y? =a(x — (2 — 1)?)(z — 4t7).

[un

(5) Oznaczmy przez & = 52( v (S5, P}@, Sy — P}@) skrecenie powierzchni &

s
S

wzgledem punktéw \_/—é i % W1ékno generyczne powierzchni £ ma postaé
By —(—=14+5%)y° = z(x — (£ — 1)) (z — 482).

(6) Niech & = (S5, ]P’}@, Sz — IP’}@) bedzie powierzchnig eliptyczng z wtoknem
generycznym
2t
5+ t2

, 2t

Es:y” =z - ((W)Q— 1)?)(z — 4( )%).

Niech S, oznacza iloczyn rozwtdkniony S x C' powstaly z pary morfizmow
S — C1i¢:C" — C.Ponadto niech S; oznacza model relatywnie minimalny
nieosobliwy dla powierzchni Sy.

Stwierdzenie 2.4.7. Niech ¢21, 52, ¢34, Gs1, P51 bedg morfizmami IP’}@ — ]P’}6
zadanymi wzoramsi

¢2,1 It|—>t2

2t
¢3,2 A

5+ t2

/ 2t
t

%32 5+ 12

oyt t

qﬁg,l Tt 2

P S —_—
—_

, ’ /
Wowczas S = So 444, S2 = S14y,, S3 =S, 8, =28 , oraz S, =S, .
’ ’ 2,039 Loy, Ldg

Ponadto wskazane izomorfizmy zadajg izomorfizmy odpowiadajgcych powierzchni
rozwtoknionych, wiec rowniez odpowiadajgcych powierzchni eliptycznych. Sytuacje

obrazuje Rysunek [2.4).

Dowdd. Wystarczy zastosowaé dowoéd Lematu [2.4.6|1 sprawdzi¢, ze przeciagniecia
odpowiednich wtokien generycznych przez zadane morfizmy sg izomorficzne [

Uwaga 2.4.8. Oznaczamy te same odwzorowania na kilka sposobéw, aby za-
chowac jednolita notacje dla odwzorowan goérnej i dolnej warstwy na Rysunku

24

Wnhniosek 2.4.9 ([Nasl3l Corollary 4.5)). Zachodzq réwnosci
ranga E3(Q(t)) = ranga E5(Q(t)) + ranga Ey(Q(t)),
ranga Ey(Q(t)) = ranga E{(Q(t)) + ranga E{(Q(t)).
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¢3,2\\ \‘\‘\‘\up]_777,,W,qi211+]P;1

]Pl /
P %R« ,

P! P!

Rysunek 2.4: Konfiguracja powierzchni eliptycznych powstatych ze skrecen

Dowéd. Niech r = —(—1 + 5t?). Sprawdzamy, ze zachodza na mocy defini-

cji skrecenia krzywej eliptycznej réwnosci E, = EQT) oraz B = (E)®. Je-

&li izomorfizm ciat o : Q(¢)(v/r) — Q(t) jest zadany wzorem o(t) = 5?;2, to

Eg(@(i)(ﬁ)) = Ej’(o(@(t)(ﬁ))) = F3(Q(t)), por. . Ustalajac izomorfizm
o : Q(t)(vt) — Q(t) zadany wzorem o(t) = t? otrzymujemy E,(Q(t)(v1)) =
E,(Q(t)). Stwierdzenie implikuje réwnosci podane w tezie. O

2.5 Rangi w rodzinach krzywych 1

Zastosujemy teraz rezultaty przedstawione w podrozdziale do obliczenia
rangi grupy Mordella-Weila, E,(Q(t)). Wynik ten pochodzi z pracy [Nas13] i jest
jednym z gtéwnych sktadnikow dowodu Wniosku [2.5.15

Twierdzenie 2.5.1. Ranga grupy E,(Q(t)) wynosi 0.
Dowdd twierdzenia bedzie podzielony na szereg lematéw.

Lemat 2.5.2. Powierzchnia eliptyczna £ jest typu K3 (w sensie Twierdzenia
2.2.27). Widkna osobliwe morfizmu Sy — ]P’}@ opisane s¢ w Tabeli .

Dowdd. Stosujac algorytm Tate’a dla modelu globalnie minimalnego krzywej F
(patrz dow6d Lematu otrzymamy, ze nad punktem ¢t = 1 mamy witdkno typu
I, nad punktem ¢ = 0 wtdkno typu /5 i nad punktami bedacymi pierwiastkami
1 — 6t + t2 = 0 otrzymamy wtékna typu I,. Nad punktem ¢t = co otrzymamy
witdékno 15 oraz wiokno nad punktem ¢ = é typu I;. Korzystajac z Twierdzenia
oraz Twierdzenia dochodzimy do wniosku, ze powierzchnia 51 jest
typu K3. O]

Lemat 2.5.3. Istnieje powierzchnia (S;)Q, ktora jest modelem nad Q powierzchni
S\ Istnieje morfizm schematéw m : S — Spec Ly, ktory jest gladki rzutowy i
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Miejsce v | S(Fy) | G(Fy)
t=1 L | z/4z
t=0 L | z/2z
=1 I | (z)22)?

t=3+£2V2| I, 7./AZ
t =00 I (Z.)27.)?

Tabela 2.8: Wiékna osobliwe, | : —(—1 4 5t)y* = z(x — (t — 1)?)(x — 4t)

relatywnego wymiaru 2 oraz wtokno nad punktem generycznym jest powierzchnig
(S;)@. W szczegolnosci wiokno specjalne m definiuje powierzchnie eliptyczng typu
K3.

Uwaga 2.5.4. Wt6kno specjalne morfizmu 7 nazywamy “redukcja” modulo 17
powierzchni £. Wybér liczby pierwszej 17 jest istotny ze wzgledu na fakt, ze
7 jest gladkim morfizmem. Ponadto jest to najmniejsza liczba pierwsza dobrej
redukcji, dla ktoérej mozna uzyskaé¢ ograniczenie ranga N.S (51) < 18 metodami
opisanymi w Lemacie 2.5.5]1 w dowodzie Twierdzenia [2.5.1]

Dowdd. Krzywa E} ma model globalnie minimalny Weierstrassa nad Q(t) postaci
y? = 2% 4+ (14 t)2(=1 4 5t))x? + 4(—1 + )% (=1 + 5t)%x. (2.23)

Wyréznik tego réwnania wynosi A(t) = 256(—1 + ¢)*?(—1 + 5¢)(1 — 6t + t?)?, a
wyréznik czedei wolnej od kwadratow disc(2(—1 +t)t(—1 + 5t)(1 — 6t + ¢2)) = 225.
Powierzchnia (Si)(@ bedaca modelem Kodairy-Nérona podanego wyzej modelu
réwnania E] jest okreslona nad @Q na mocy algorytmu Tate’a. Z warunku na
wyr6znik 1 Twierdzenia powierzchnia (S;)g ma dobra redukcje na liczbie
pierwszej p = 17. Redukujac wspétczynniki rownania modulo 17 otrzymamy
réwnanie Weierstrassa wiékna generycznego powierzchni eliptycznej Sy7 = 71 (p),
gdzie p = 17Z17). Rownanie globalnie minimalne nad Fy7[t] ma postac¢

y? = 2% 4+ 5(1 4 t)%(10 + t)a® + 15t(10 4 1)%(16 + )%z (2.24)
Z Twierdzenia [2.2.28 wynika, ze wymiar Kodairy powierzchni eliptycznej
((S19)57: P (S17)5r; — P
wynosi 0, wiec jest ona typu K3. []

Lemat 2.5.5. Niech S bedzie zamiang bazy do F17; widkna specjalnego Sg,, mor-
fizmu m 2 Lematu[2.5.3 Niech £ # 17 bedzie liczbg pierwszq. Wielomian operatora
Frobeniusa ¥, — dzialajocego na HZ%/(S,Qy) jest postaci

char(@}F”)(:r;) = (z — 17)"®¥(2* — 82® + 23827 — 2312z + 83521).
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Dowaod. 7 Lematu ‘wiemy, ze powierzchnia S jest K3, wiec y S) =2.To
implikuje, ze grupa HZ (S, Q) ma wymiar 22 na mocy réwnosci (2.9) z dowodu
Twierdzenia [2.2.19] Twierdzenie [2.3.3] implikuje istnienie zanurzenia

NS(S) @ Qe — Hz(S, Qu(1)).
W szezegdlnosei zachodzi nier6wnosé ranga NS (§) < 22. Oznaczmy przez V
podprzestrzen w NS(S) ® Q, generowang przez sktadowe wtdkien osobliwych
morfizmu 7, obraz ciecia zerowego oraz dowolne wtokno nieosobliwe. Za pomoca
algorytmu Tate’a [Sil94, 1V,9.4] sprawdzamy, ze wszystkie sktadowe widkien
osobliwych rozwtdknienia 7 : S — IF’%F? sa okre$lone nad Fy7. Zatem automorfizm
0"V € End(HZ(S,Q(1))) indukowany przez o € Gal(Fy7/Fi7) : x + 27 dziata
jak identyczno$é na V. C NS(S) ® Q, — HZ(S,Qu(1)). To oznacza, ze o,

dziala jak mnozenie przez 17 na V traktowanej jako podprzestrzen w H, ft(g , Qo).
Zatem .
char(clfgIF17 V) (z) = det(Id -z — P, V) = (z — 17)4™V,

Z Tabeli odcezytujemy typy widkien osobliwych i na podstawie Tabeli
obliczamy liczbe sktadowych w kazdym z wtdokien. Wymiar V jest réwny 2 +
> ven(my—1), gdzie B oznacza zbioér punktéw ztej redukcji, a m, liczbe sktadowych
wtokna osobliwego nad v. Ostatecznie otrzymujemy dim V' = 18.

Niech H = Hézt(g , Q¢). Interesuje nas rozktad wielomianu charakterystycznego
chaw(CI)EF17 |H) = chow*(CI%F17 V) - char(q)gwn |H/V).

Ponadto wiemy, ze

Tr(@5, )"[H) = Tr(®@%, )"IV) + Tr(®%, )"|H/V)
oraz Tr((CD*SFN)m|V) = 18-17™. Z dyskusji w podrozdziale oraz z Twierdzenia
wynika, ze

Tr(®, V") = #8(Fign) — 1 — 1727,

Laczac powyzsze réwnosci otrzymujemy

Tr((®s, )"|H/V) = #5(Fim) =1 - 172" — 18- 17"

Przestrzen liniowa H/V jest wymiaru 4. Zatem wielomian charakterystyczny
char(CIY"SIF17 |H/V) jest postaci 2* + c12% + ca?® + c31 + ¢4, gdzie wspolezynniki ¢; sa

*

dane jako funkcje wielomianowe §ladéw t,,, = Tr(( SFW)’”]H /V') nastepujacymi

wzorami (por. (2.21)))

= _t17
1
Cy = §(t% — tg),
1
C3 = 6(—t? —|— 3t1t2 — 2t3),

1
(t] — 6Tty + 3t5 + Stitz — 6t4).

C4:ﬂ
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Wystarczy teraz obliczy¢ liczbe punktéw Fyzm-wymiernych nad S dlam = 1,2, 3, 4.
Bezposrednie obliczenia wykonane pakietem MAGMA sg przedstawione w Tabeli
2.9

m 1 2 3 4
#§(F17m) 604 | 88312 | 24227740 | 6977057176

Tabela 2.9: Liczba punktéw Fi7m-wymiernych na powierzchni S.

Uzyskujemy wielomian charakterystyczny char(@§F17|H JV)(z) = 2t — 8% +
23822 — 2312z + 83521, co daje nam ostatecznie

char(CDEF” |H)(z) = (v — 17)"8(2* — 82° + 2382% — 2312z + 83521).
[

Dowdd Twierdzenia[2.5.1. 7 Lematu[2.5.5 wiemy, ze wielomian charakterystyczny
char(@i&yw |H) ma co najmniej 18 pierwiastkow postaci 17¢, gdzie ¢ jest pierwiast-
kiem z jednosci. Udowodnimy, ze czynnik a* — 823 + 23822 — 23122 + 83521
nie ma pierwiastkow postaci 17¢. Gdyby zachodzita réwnos$é¢ x = 17¢, wowczas
mieliby$my
4913(17¢" — 8¢% 4 14¢% — 8¢ +17) = 0.

Ale wtedy element ¢ bylby pierwiastkiem wielomianu 172* — 823 + 1422 — 82 + 17,
ktéry jest nierozktadalny w Z[x]. Zatem ¢ nie moze by¢ liczba algebraiczna catkowi-
ta, w szczegdlnosci nie moze by¢é pierwiastkiem z jedno$ci. Wniosek [2.3.4] implikuje,
ze ranga grupy NS(&;) = NS(Sg) jest co najwyzej réwna 18. Twierdzenie 2.2.18
pozwala nam udowodnié, ze ranga grupy E,(Q(t)) jest réwna 0. O

2.5.1 Hipoteza Tate’a i Artina-Tate’a

Celem tego podrozdziatu jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia.
Twierdzenie 2.5.6. Ranga grupy E, (Q(t)) wynosi 1.

Zastosowanie metod z poprzedniego paragrafu wymaga pewnego uzupetnienia.
Dla powierzchni eliptycznej & , ktérej wtokno generyczne jest krzywa eliptyczna
E; mozemy podobnie jak wezesniej znalezé model catkowity S — Zpy dla liczby
pierwszej p dobrej redukcji, np. p = 11, 17. Okaze sie jednak, ze préba obliczenia
rangi grupy Nérona-Severiego NS(&;) da nam (przy uzyciu metod z poprzedniego
podrozdziatu) wylacznie oszacowanie z gory przez 20. W rzeczywistosci ranga tej
grupy wynosi, jak udowodnimy, doktadnie 19. Uzyjemy do dowodu teorii krat oraz
kluczowych w tym rozdziale hipotez Tate’a i Artina-Tate’a, ktére dla powierzchni
typu K3 sa twierdzeniami, patrz [ASD73|, [Mil75], [Mil86].
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Hipoteza 2.5.7 (Tate). Niech X bedzie gladkg rozmaitoscig rzutowq okreslong
nad ciatem F,, gdzie q jest potegq liczby pierwszej. Wowczas

ranga NS(Xg,) = > A - g, Pk, Hgt(XE, Q)),
¢

gdzie 0 1 q oraz suma przebiega po wszystkich pierwiastkach z jednosci. Suma jest
skonczona na mocy definicji A podanej przed Wnioskiem [2.3.4).

Do wystowienia drugiej hipotezy wprowadzamy szereg oznaczen. Oznaczmy
przez Br(X) grupe Brauera rozmaitosci X, tj. HZ(X,G,,). Niech a(X) bedzie
réwne (X, Ox) —1+dim Pic’(X), gdzie x(X, Ox) to charakterystyka Eulera po-
wierzchni X i Pic’(X) jest grupa wiazek liniowych stopnia zero na X. Niech p'(X)
oznacza range podgrupy w N.S (XE) rozpietej przez wszystkie dywizory okreslone
nad F,. Oznaczmy ponadto przez P(z) wielomian det(/d — z®% |HE (X5, Qi)
gdzie ¢ t q. Wielomian P(x) nie zalezy od wyboru ¢, na mocy hipotez Weila.

Hipoteza 2.5.8 ([Tat66, (C)],[Mil75, (A-T)]). Niech X bedzie gladkq rozmaitoscig
rzutowq okreslong nad ciatem F,, gdzie q jest potegq liczby pierwszej. Wowczas
grupa Brauera Br(X) jest skoriczona oraz

po Pl (FYUBrX)ANS(X,))
51 (1 — gl=s)p'(X) o qa(X)(ﬁNS(X]Fq)tor)Q ’

gdzie A(NS(Xw,)) jest wyrdinikiem macierzy Grama formy przecigcia, na pod-
grupie N.S (XE) generowanej przez dywizory F -wymierne.

Twierdzenie 2.5.9. Niech X bedzie powierzchnig eliptyczng typu K3 okreslong
nad ciatem skoriczonym F,. Wowczas Hipoteza i Hipoteza sq prawdziwe.
Ponadto jesli q jest potegq liczby pierwszej o parzystym wykladniku oraz grupa
NS <XE) jest generowana przez dywizory F,-wymierne, to

Plg—*
AVS (X)) = =l iy (mod ()
Dowdd. Hipoteza Tate’a dla powierzchni K3 zostala udowodniona w [ASDT3,
Theorem 5.2]. J. Milne w [Mil75, Theorem 6.1] oraz [Mil86, Theorem 0.4b] dowodzi,
ze prawdziwos¢ hipotez Tate’a dla powierzchni implikuje prawdziwos$é hipotezy
Artine’a-Tate’a. W [Klo(O7, Proposition 4.7] R. Kloosterman wyprowadza wniosek
podany w tezie twierdzenia. O]

Sformutujemy lemat (za [KIo07, Proposition 4.4]), ktéry uzasadniania koniecz-
no$¢ uzycia dwoch liczb pierwszych do badania rangi grupy Nérona-Severiego w
niektorych przypadkach.

Lemat 2.5.10. Niech X bedzie gladkq rzutowq powierzchnig okreslong nad ciatem
F,, dla ktérej zachodzi Hipoteza . Niech €1 q. Wowczas

dim H, (X, Qi) — p(X) =1,
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gdzie p(X) jest rangq grupy NS(X) oraz r jest liczbg wartosci wilasnych operatora
®% dzialajgcego na Hgt(XE, Qi), ktore nie sq postaci q¢, dla pewnego pierwiastka
z jednosci . Ponadto r jest parzysta.

Dowdd. Bez utraty ogdélnosci, kosztem powigkszenia ciala definicji IF;,, moze-
my zalozy¢, ze grupa NS(X q) jest generowana przez F,-wymierne dywizory.
Dla powierzchni X, wielomian charakterystyczny operatora ®% dziatajacego na
Hgt(XE, Q) ma postaé g(z)(x — q)*X) i deg g = r. Pierwiastki wielomianu g nie
sq postaci (¢ na mocy Hipotezy 2.5.7 W szczegélnosci g(q), g(—¢) # 0. Ponadto
wszystkie pierwiastki maja norme zespolong ¢, stad g nie ma zadnych zer rzeczy-
wistych. To implikuje, ze wielomian g ma stopien parzysty, zatem rowniez r jest
liczba parzysta. [

Lemat [2.5.10] jest prawdziwy np. dla powierzchni X, ktére sa eliptyczne typu
K3 nad ciatem skoniczonym. Dla tych powierzchni zachodzi dim H, ezt(X]Ff, Q) =22
i skoro r jest parzyste, to z Lematu wynika, ze ranga grupy N S (X7 ) jest
parzysta. Jesli dana jest pow1erzchn1a eliptyczna typu K3 nad Q z modelem
catkowitym S — Z,) takim, ze wiékno specjalne jest powierzchnig S nad F, oraz
wtokno generyczne S jest powierzchnig nad Q, to z Twierdzenia H 2.3.3 wiemy, ze

p(S) < p(9).

Jesli p(S) jest nieparzyste, to powyzsza nieréwno$¢ na mocy Lematu jest
ostra i nie oszacujemy precyzyjnie rangi grupy Nérona-Severiego z wykorzystaniem
jednej liczby pierwszej. Uzyskamy takie oszacowanie dzieki wykorzystaniu dwédch
liczb pierwszych i Twierdzenia [2.5.9

Lemat 2.5.11. Niech G bedzie ustalong grupg abelowg wolng skoriczonej rangi.
Niech L bedzie podgrupg skonczonego indeksu w G. Niech dana bedzie na G forma
dwuliniowa (-,-) : G X G — R, ktdra jest dodatnio okreslona. Oznaczmy przez
A(G) wyznacznik macierzy

(&, €5))ig»

gdzie {ex} jest bazqg w G. Podobnie oznaczmy przez A(L) wyznacznik analogicznie
zdefiniowanej macierzy zadanej przez iloczyny (f;, f;), gdzie {fi} stanowi baze w
L. Wowczas zachodzi rownosé

AG)G: L)* = A(L).

Dowdd. Przy zamianie bazy w G wyznacznik A(G) nie zmienia si¢ na mocy
[Ser73, TV ,§1.1]. Z twierdzenia o zgodnej bazie mozemy wybraé¢ taka baze {e}7_;
w G, ze {arer}}_, jest baza w L, gdzie a; € N. Z dwuliniowosci (-,-) mamy
A(L)= (a1 ... a,)*A(G),ale [G: Ll =ay ... a,. O

Lemat 2.5.12. Powierzchnia &, z podrozdziaiu jest typu K 3. Powierzchnia
Ef ma model okreslony nad Q oraz ma dobrg redukcje w liczbach pierwszych p=11,
17, tzn. istnieje morfizm gladki i rzutowy S, — Zy, taki, ze witdkno generyczne
jak i specjalne sq powierzchniami typu K3 oraz wldkno generyczne jest modelem
powierzchni &, nad Q.
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Dowaod. Stosujgc algorytm Tate’a z podrozdziatu uzyskamy opis wtékien
specjalnych rozwléknienia £ — PL, przedstawiony w Tabeli [2.10, Nastepnie
stosujemy Twierdzenie [2.2.12|dla liczb pierwszych p = 11ip = 17. Typ powierzchni

odczytujemy z twierdzenia [2.2.28] [

Miejsce v | S(Fy) | G(F,)

t=1 L | 7/4Z
t =00 I 7.)27
t=0 L | (z)272)
t=1 I | (z)272)

t=3+2V2| I (Z./27)
t=3-2V2| I, (Z.)27)

Tabela 2.10: Wtékna osobliwe, B} : —t(—1+ 5t)y? = x(z — (t — 1)?)(z — 4t)
Lemat 2.5.13. Niech ¢ # 11,17 bedzie liczbg pierwszg. Wielomian charaktery-
styczny operatora %,  dziatajgcego na HE((Sn)s, Qi) jest rowny

(z — 11)"*(z + 11)(2® + 20z + 121).
Wielomian operatora ®§ - dziatajgcego na Hgt((Sly)W, Q) jest rowny

(z — 17)%(2* — 222 + 289).

m 1 2 3 4
#g(an) 300 | 17220 | 1794780 | 214647384

Tabela 2.11: Liczba punktéw Fijm-wymiernych na powierzchni gn.

m 1 2 3 4
#g(lﬁ‘lm) 618 | 89208 | 24217578 | 6977269656

Tabela 2.12: Liczba punktéw Fi7m-wymiernych na powierzchni Sir.
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Dowéd. Wprowadzamy oznaczenia: Siq = (S11)F; oraz Sy7 = (S17)F- Za pomocy
pakietu MAGMA obliczamy liczbe punktéw Fpm-wymiernych na powierzchni gp
dlam = 1,2,3,4, p = 11,17. Odpowiednie obliczenia zawarte sg w Tabeli
oraz Tabeli 212

Niech B bedzie zbiorem miejsc ztej redukeji. Niech T' bedzie podgrupa w NS (511)
generowang przez wiokno generyczne F, obraz O ciecia zerowego O : P! — Si
oraz skltadowe ©;, witdkien osobliwych 71 (v), v € B, i > 0. Tylko sktadowe Oo.v
przecinaja nietrywialnie O. Baz¢ podgrupy T stanowig elementy {F, O} U {©;,, :
i > 0,v € B}. Sprawdzamy za pomoca algorytmu Tate’a, ze morfizm Frobeniusa
bg,, dziata trywialnie na wszystkich sktadowych nieprzecinajacych O poza dwiema.
We wibéknach nad punktami 3 + 2v/2 i 3 — 2v/2 morfizm permutuje sktadowe
@1,3+2\/§ oraz @173_2\/5. Wymnika to z faktu, ze V2 € Fqy2 \ Fq1. W szezegdlnodei,

$lad operatora (®% )™, dla m > 0, dziatajacego na T'® Q, C H2 (511, Q) wynosi
Tr((®s,)"|T @ Q) =17+ (=1)™

Ponadto wielomian charakterystyczny char(®%, |V) jest réwny (z — 11)Y (2 + 11)
dla V =T ® Q,. Na mocy Twierdzenia dostajemy dla H = HZ (511, Q;)

Tr((®s, )" |H/V) = #5(Fin) = 1= 112" =17 11" — (=1)™ - 11.

Obliczamy teraz wielomian charakterystyczny char(®%, |H/V') metoda z Lematu
Jest on wielomianem zmiennej x postaci

(2% + 202 + 121)(z — 11)*.

Stad wielomian char(®%, |H) jest rowny (x — 11)"(z + 11)(2® + 20z + 121).
Stosujac analogiczne rozumowanie w sytuacji, gdy zastapimy liczbe 11 przez 17
otrzymamy wielomian charakterystyczny

char(®%, |HZ(S17, Q1)) = (x — 17)*°(2? — 222 + 289).

W charakterystyce 17 mamy V2 € Fy7, dlatego morfizm ®g,, dziala trywialnie na
podgrupie w N.S(S17) generowanej przez sktadowe wtokien osobliwych. O

Lemat 2.5.14. Ranga grupy E; (Q(t)) wynosi co najmniej 1.

Dowéd. Zauwazmy, ze punkt M = (1 —t,1 —t) lezy na krzywej E|. Pokazemy,
ze jest on nieskoriczonego rzedu. Z Lematu [2.2.22] oraz Tabeli 2.10] otrzymujemy
injekcje

A

E (Q))tors = (Z/2Z)" & Z/AZ.
Sprawdzamy, ze gdyby 2M =0, to M = —M i y(M) = 0, ale y(M) = 1 —t.
Podobnie, gdyby 4M = 0, to 2M = —2M i y(2M) = 0. Obliczamy

[ (4 =5t 1)7 (t—1)%(4t — 1)(6t — 1)(t(4t +5) — 1)
2M = <_ 4t(5¢ —1) 8(1 — 5t)2t2 >

i w oczywisty sposob y(zM ) # 0. Stad wynika, ze punkt M jest nieskoniczonego
rzedu i ranga grupy F, (Q(t)) wynosi co najmniej 1. ]
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Dowdd Twierdzenia[2.5.6. Niech ¢ 1 11 - 17 bedzie liczbg pierwszg. Niech Sy i
Si7 beda powierzchniami z Lematu 3l Oznaczmy przez S, zamiane bazy
St xSpec [F12 i podobnie 517 = Si7 ><S pec ]F172 Ponadto wprowadzamy oznaczenia

S, = Sy, x SpecFip2 oraz S, 17 = Sy, x SpecF 2. Wartosci wtasne operatora
P, dzialajacego na H, th( , Q) sa kwadratami wartosci wtasnych operatora g
p

dziatajacego na HZ(S,, Q) dla p = 11,17. Zatem zachodza réwnosci

char(®%, ) = (v — 117)*(2” — 158z 4 14641),
11

char(®%, ) = (¢ — 17°)*(2® + 94z + 83521).
17

Hipotezadla powierzchni K3 pocigga, ze ranga NS(gil) = ranga NS(§17) =
20. Zastosowanie Lematu oraz Twierdzenia do konfiguracji widkien
osobliwych podanej w Tabeli implikuje, ze ranga N.S(&,) wynosi co najmniej
19. Z Twierdzenia oraz Lematu wynika, ze ranga NS(E) < 20.
Zatézmy, ze ranga N.S (5 ) jest réwna doktadnie 20. Wéwezas Twierdzenie [2 -
implikuje, ze N = NS(&;) jest podgrupa skoriczonego indeksu zaréwno w grupie
Ny = NS(Sy,) jak i w Nip = NS(S,.). W szczegélnoéei, na mocy Lematu
zachodza réwnosci

A(N1p)[Ni1 : NP = A(N),
A(Ni7)[Ni7 : NI = A(N).
7 tego wynika, ze A(Ny;) = A(Ny7) mod (Q*)2. Z drugiej strony, Twierdzenie
implikuje réwnosci
A(Np) = =37 mod (Q*)?,
A(Ny7) = —2-3 -7 mod (Q%)*.

Otrzymujemy sprzeczno$¢ z zatozeniem o randze grupy N. Zatem ranga grupy N

jest rowna 19. Lemat oraz Twierdzenie [2.2.18 wraz z Tabela implikuja,
ze ranga EY (Q(t)) = 1. O

Whiosek 2.5.15. Ranga grupy E3(Q(t)) wynosi 3.

Dowad. Stosujemy Wniosek wraz z Twierdzeniami oraz Lematem
2.2.32. ]

2.5.2 Rodziny krzywych eliptycznych z parametrem

Lemat 2.5.16 ([NasI3, Lemma 6.1]). Podgrupa punktéw torsyjnych w Es(Q(t))
jest izomorficzna z grupq Z.)27.® Z/AZ. Generatorami czesci torsyjnej E3(Q(t))tors
sq punkty

Ty = (4u*,0),

Ty = (2(—u+u?), 2v/—1(u? — Du(—1 — 2u + u?)),

2t
542 °

gdzie u =
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Dowéd. Niech K = Q(t). Z Tabeli [2.7] oraz Lematu [2.2.22 odczytujemy, ze
E?)(K)tors — (Z/QZ)S EB (Z/4Z)8

Grupa FE3(K)[2] jest generowana przez punkty P = (x,y) spelniajace y = 0.
W tym przypadku F3(K)[2] = {0, T},215, T + 215}. Bezposrednim rachunkiem
mozna sprawdzi¢, ze 275 = (0,0). Pokazemy teraz, ze zaréwno T} ¢ 2E3(K) jak
i T+ (0,0) ¢ 2E5(K). Niech P = (z,y) bedzie niezerowym punktem z E5(K).
Woéwczas pierwsza wspotrzedna punktu 2P ma postaé

(4u? — 8u* + 4us — 22)?
4(4u? —2) (1 —2u>+ut — )z

z(2P) =

Gdyby T nalezalo do 2E3(K), to wtedy zachodzitaby réwnosé x(2P) = 4u?.
W szczegdlnodci, otrzymaliby$my po przeksztalceniach réwnanie kwadratowe
zmiennej x

16t%(25 + 6% + t*)? — 32t*(5 + t*)*x + (5 + t*)%2? = 0.

Istnieje rozwiazanie zy € K powyzszego rownania wtedy i tylko, gdy wyrdznik
tego rownania

—64t%(5 + t2)%(625 — 100t* — 74t* — 41° + %)

jest pelnym kwadratem w K. Sprawdzamy, ze wielomian 625 —100t% — 74t* — 45 +¢°
ma wyrdznik réwny 294512 a zatem jest rozdzielczy i nie moze byé pelnym
kwadratem. Otrzymujemy sprzeczno$é, wiec istotnie 77 ¢ 2F3(K). Analogicznie
dowodzimy, ze ((u* —1)?,0) =Ty + (0,0) ¢ 2E3(K). O

Lemat 2.5.17 ([Nasi3], Lemma 6.2). Grupa E3(Q(t))/E3(Q(t))tors jest wolng
grupg abelowq rangi 3. Generujq jg warstwy punktow

Pr= (201 + V2)(—=1 + u)*u, 2v—=1(1 + V2) (=1 + (V2 — u)?) (=1 + u)?u),
Py = (2(u—1)%2(=1 4 u)*(=1+ 2u + u?)),
—5+t)u(-1 +u2))

5+ t2 ’

P3:(1—U2,(

2t
5412 °

gdzie u =

Dowdd. Niech K = Q(t). Para (E3(K)/E3(K )toms, (-, ) 5;) jest krata Mordella-
Weila. Ze Stwierdzenia oraz Tabeli odczytujemy, ze dla dowolnych
P,Q € E3(K)/E3(K)tors warto$¢ iloczynu (P, Q) g, nalezy do ;Z. Z tego powodu
definiujemy nowa krate A = E3(K)/Es(K)tos 2z iloczynem skalarnym (-,-) =
4(-, ) g,. Dzieki temu iloczyn dwéch elementéw wzgledem (-, -) zawsze jest liczba
calkowitg. Niech A’ oznacza podkrate skonczonego indeksu w A rozpietg na
punktach Pj, Py, Py. Oznaczmy przez n indeks [A : A’]. Z formul na iloczyn
skalarny w A dostaniemy

py_ ) 4, gdyi=,
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Zatem wyréznik A(A’) = 6 - 43 oraz na mocy Lematu [2.5.11
6-4° = A(A) = n*A(A).

Z tego wynika, ze n dzieli 8. Udowodnimy, ze n = 1. Korzystajac z [Sil86,
X,Proposition 1.4] wiemy, ze istnieje injektywny homomorfizm

Y B3(K)/2B3(K) — K*/(K*)? x K*/(K*)%.
Jedli (z,y) jest punktem z E3(K) \ F3(K)[2], to obraz ¢ (x,y) jest postaci

V(z,y) = (z, 2 — 4u?).

Oznaczmy przez G grupe F3(K) oraz przez H podgrupe generowana przez
Py, Py, P3, T1,T,. Indeks [G : H] réwna sie n. Z twierdzenia o zgodnej bazie
dla grup abelowych wynika, ze istnieja R, Ro, R3 € G takie, ze GG jest generowana
przez Ry, Ry, R3,'T1, T, a podgrupa H jest generowana przez alRy,bRs, cRs, Ty, T
orazn =abcial|b b|c Gdy n =8, to (a,b,c) € {(1,1,8),(1,2,4),(2,2,2)}.
Gdy n =4, to (a,b,c) € {(1,1,4),(1,2,2)} i gdy n = 2, to (a,b,c) = (1,1,2).

Rozwazmy pomocniczy homomorfizm ¢ : G — G/2G, ¢(z) = x + 2G oraz
ztozenie n = 1 o ¢. Na podstawie Wniosku oraz Lematu [2.5.16] wiemy, ze
G /2G = (Z/2Z)*. Ponadto skoro v jest injektywny, to n(G) = (Z/2Z)*. Dlan = 8
mozliwe wybory tréjek (a, b, ¢) implikuja, ze n(H) = (Z/2Z)',1 < i < 3. Dlan = 4
dostajemy, ze n(H) = (Z/27)%, 2 <1i < 3. Gdy n = 2, wéwczas n(H) = (Z/27)3.
Zatem, aby pokaza¢, ze H = G, wystarczy udowodni¢, ze n(H) = n(G) = (Z/27)*.
Numerycznie sprawdzamy, ze

n(Pr) = ((t(# +5), (2 +5)t (—5+ (-2 +2v2) t =) (=5 + (2+2v2) t — 1)),
n(Py) = (1,t* — 4t + 6t* — 20t + 25),

n(Ps) = (=2t +5) (2 +2t+5),1),

n(Tz) = (t (=2t +5) (2 +2t +5) (2 +5),¢ (¢* + 4% + 66> + 20t + 25) (2 + 5)).

Obrazy n(P1),n(P2), n(Ps), n(T2) rozpinaja w K*/(K*)* x K*/(K*)? podgrupe
rzedu 16 i skoro | n(G) |= 16, to n(H) = n(G). O

Wnhniosek 2.5.18 ([Nasl3l Corollary 6.3]). Grupa E3(Q(t)) jest izomorficzna z
7’ ®7)27 ® 7)27. Generatorami sq punkty Py, Py oraz Ty, 2T.

Dowdd. Niech H = E53(Q(t)) oraz G = E3(Q(t)). Istnieje naturalne dziatanie
grupy Galois Gal(Q/Q) na punktach z G. Niech o € Gal(Q/Q) oraz f(t) € Q[t]
bedzie wielomianem postaci f(t) = Y1 ait’, a; € Q. Definiujemy fo(t) =

S go(a;)t'. Gdy P = 0 jest punktem zero;vym w G, to ktadziemy o(P) = P. Gdy
0#P = (28, z;gg) jest punktem z G takim, ze z1(t), x2(t), y1(t), y2(t) € Q[t],
to definiujemy
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W ten sposéb otrzymujemy dziatanie grupy Gal(Q/Q) na zbiorze G. Co wiecej,
dziatanie to zachowuje strukture grupy w G, tzn. o(P + Q) = o(P) 4+ o(Q) dla
dowolnych P, Q) € G. Wynika to z faktu, ze réwnanie krzywej Fs3 jest okreslone
nad Q, a zatem morfizm + : G X G — G jest tez okreslony nad Q. Otrzymujemy
w ten sposéb reprezentacje

p:Gal(Q/Q) — Aut(G).

Grupa H réwna jest zbiorowi punktéw stalych GP(EQ/Q) W szezegdlnodc,
niech 7 € Gal(Q/Q) bedzie automorfizmem takim, ze 7(v/—1) = —v/—1 oraz
T(\/§) = \/§ Jesli x = a1P1 + CLQPQ + CL3P3 + blTl + bQTQ, al,aQ,ag,bl, bg €7
nalezy do H, to spelnia 7(z) = z. Na generatorach mamy

T(P) = =P, 7(P) = P, 7(P3) = B3, 7(Th) = T, 7(13) = —T.
Zatem z réwnosci 7(z) = x wynika, ze
2a, Py + 20,15 = 0.

Mnozac obustronnie przez dwa i korzystajac z tego, ze 4T, = 0 oraz z tego, ze
rzad P; jest nieskonczony, dostajemy a; = 0. Stad na mocy powyzszych rownosci

2b2T2 = 0,

co pocigga, ze by = 2by, by € Z. Elementy Py, Ps, Ty, 275 naleza do H, wiec dowolny
punkt x € H jest postaci

r = CLQPQ + a3P3 + b1T1 + b;(2T2)

Punkty P, i P5 sa liniowo niezalezne i nieskonczonego rzedu w G, wiec grupa H
ma range réwna 2 i H/Hyqs jest generowana przez P, i Py. Ponadto cze$é torsyjna
H jest generowana przez 17 i 2T, = (0, 0).

O

Lemat 2.5.19. Grupa punktéw torsyjnych w E;(Q(t)) jest izomorficzna z Z./27.&®
ZJAZ i generowana jest przez punkty

Ty = (4¢%,0),
Ty = (2(—t +t3),2v/—1(t* — 1)t(—1 — 2t + 1?)).
Dowdéd. Dowdd jest catkowicie analogiczny do dowodu Lematu [2.5.16] [

Lemat 2.5.20 ([NasI3, Lemma 6.5]). Grupa E2(Q(t)) jest izomorficzna z Z* &
Z2)27 & ZLJAZ. Cze$é wolna jest generowana przez punkty

Pr= 201+ V2)(—1+t)%,2v/=1(1 + V2)(=1 4+ (V2 = )}) (=1 + t)*),
Py= (20t — 1)%2(=1+t)*(=1 + 2t + t*)).
Czesé torsyjng generujg punkty
T, = (4t%,0)
Ty = (2(—t + 1), 20/ =1(t* — 1)t(—1 — 2t +1?)).
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Dowdd. Struktura podgrupy punktéw torsyjnych wynika z Lematu [2.5.19] Reszta
dowodu przebiega¢ bedzie analogicznie do dowodu Lematu [2.5.17. Niech K = Q(t)
oraz (Ey(K)/Ea(K )tors, (-, *)m,) bedzie krata Mordella-Weila. Z konfiguracji wté-
kien osobliwych, podanej w Tabeli otrzymamy (P, Q)g, € iZ dla dowol-
nych P,Q € Ey(K)/Ey(K )iors. Bezposrednio obliczamy, ze (P, P)g, = 1/2 i
(Py, Py) g, = 1 oraz (P, Py)g, = (P3, P1)g, = 0. Dla wygody rachunkéw normali-
zujemy iloczyn skalarny. Niech A = Ey(K)/Es(K )iors bedzie krata z iloczynem
(,-) = 4(-,*)g,. Niech A’ oznacza podkrate w A generowang przez punkty P; i Ps.
Krata A’ jest indeksu n w A. Na mocy Lematu otrzymujemy réwnosé

8 = A(N) = n?A(A).

Z tego wynika, ze n? | 8, czyli n | 2. Niech G oznacza Ey(K) i H bedzie podgru-
pa generowang przez Py, Py, T}, T5. Liczba n réwna sie |G : H|. Z twierdzenia o
zgodnej bazie dla grup abelowych wynika, ze istnieja Ry, Ry € G takie, ze GG jest ge-
nerowana przez Ry, Ry, Ty, T, oraz grupa H jest generowana przez alRy, bRy, Ty, T5,
gdzie a | b oraz ab = n.

Podobnie jak w dowodzie Lematu okreslamy homomorfizm

U By(K) /2By (K) — K*/(K*)? x K*/(K*)%.
Jesli (z,y) jest punktem z Eq(K) \ Eq(K)[2], to

U(z,y) = (z,2 — 4t%).

Rozwazamy réwniez ¢ : G — G/2G, ¢(x) = x + 2G oraz definiujemy n = 1 o ¢.

Na mocy Lematu oraz Lematu dostajemy, ze n(G) = (Z/27)3.
Gdy n = 2, to wowczas a = 1, b = 2 i n(H) = (Z/2Z)*. Do udowodnienia, ze
G = H wystarczy pokazaé, ze n(H) = n(G). Zatem elementy n(P;), n(Ps),n(Ts)
generujg grupe 8-elementowa. Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze

n(P) = (tt(—t+v2-1) (~t+v2+1)),
n(P) = (1, (=t +v2-1) (t+Vv2+1)),
(L) = (1 + 0t + 1)t (—t+vV2+1) (t+V2-1)).

Dow6d Lematu [2.5.20] stanowi modyfikacje dowodu [NasI3l Lemma 6.5].

Wnhiosek 2.5.21. Grupa E2(Q(t)) jest izomorficzna z Z & )27 & Z/27. Gene-
ratorami sq punkty Py, Ty, 2T5.

Dowdd. Niech G = E5(Q(t)) oraz H = E5(Q(t)). Wykorzystamy dziatanie grupy
Gal(Q/Q) na G, zdefiniowane analogicznie jak w dowodzie Wniosku [2.5.18] Niech
dana bedzie naturalna reprezentacja

p:Gal(Q/Q) — Aut(G).
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Grupa H jest réwna G(¢Q/Q) Dla 7 € Gal(Q/Q) takiego, ze T(/—1) = —/—1
i T(\/§) = /2 oraz dowolnego © = a1 Py + asPo 4+ 01T} + b1, ay,a9,b1,b € Z
otrzymamy

T(ZL’) = —a1P1 + CL2P2 + b1T1 - bQTQ.

W szczegdlnodei, gdy « € H, to 7(x) = x, a stad
2@1P1 + 2b2T2 = 0.

Z tego wynika, ze a; = 0 oraz 2byTy = 01 by = 2by, b, € Z. Zatem Py, T1,2T5
generuja grupe H i P, generuje H/Hyqs. ]

2.5.3 Rodziny krzywych eliptycznych parametryzowane
przez tréjki pitagorejskie

Wykorzystujac rezultaty uzyskane w poprzednim podrozdziale przeprowadzimy

dowod Twierdzenia . Niech € = (S, P}@, 7) bedzie ustalong powierzchnig

eliptyczng nad Q. Niech E bedzie jej wtoknem generycznym. Kazdy punkt P €

E(Q(t)) wyznacza pewne ciecie op : IE% — S. Ustalamy element ¢, € Q. Niech

&, = m1(ty). Dane jest odwzorowanie

oy, + B(Q(t) — &,(Q), (2.25)

gdzie o4, (P) = op(to). Jesli wiokno &, jest nieosobliwe, to odwzorowanie oy, jest
homomorfizmem grup.

Twierdzenie 2.5.22 ([Sil94, III, Theorem 11.4]). Niech € = (S,Pg, ) bedzie po-
wierzchnig eliptyczng, a E jej wioknem generycznym. Istnieje skonczony podzbior
L C Q taki, ze odwzorowanie oy, jest injektywne dla wszystkich ty € Q \ L.

Uwaga 2.5.23. Jedli krzywa eliptyczna E jest okreslona nad Q(t), to E(Q(t))
jest podgrupa w E(Q(t)). Z konstrukcji modelu Kodairy-Nérona wiemy, ze dla
tak zadanej krzywej F powierzchnia S moze by¢ wybrana tak, aby byta okreslona
nad Q oraz wszystkie wtokna nieosobliwe nad punktami z Q byty krzywymi
eliptycznymi nad Q. Wybieramy ¢, € Q takie, ze krzywa &, jest nieosobliwa. Zatem

grupa &, (Q) jest skonczenie generowana. Twierdzenie 2.5.22| daje oszacowanie

ranga E(Q(t)) < ranga &,(Q)
dla to € Q \ L.

Dowdd Twierdzenia[2.1.10. Na mocy Wniosku [2.5.18| oraz Twierdzenia [2.5.22] i
Uwagi [2.5.23] otrzymujemy, ze istnieje skoriczony zbior &' taki, ze dla to € Q \ &'
krzywa eliptyczna

2t
5+ t3

2t
5+ t3

Ey ry* = a(e = (( ) = 1)%)(@ — 4( )%)
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ma grupe Mordella-Weila Ey (Q) rangi co najmniej réwnej 2. Ponadto dwa punkty
liniowo niezalezne sg postaci
Py = (2(ug — 1)%,2(=1 4 up)*(—1 + 2ug + 1)),
54 t2)ug(—1 + ug))
5+ t3 ’

P3 = (1 —U(Q), (_
2tg

gdzie up = 5 - Element ug reprezentuje pewna klase elementéw ze zbioru 71/ ~.

Na mocy Lematu odpowiada jej klasa réwnowaznosci tréjek (a,b,c) € Py
spetiajacych réwnanie Pitagorasa a? + b? = . Wéwcezas krzywa eliptyczna

Eape i y* =z(x —a®)(z — b*)
jest Q-izomorficzna z krzywa Ej,. Izomorfizm dany jest wzorem

(c—a)? (c—a)’
TR A Amrat

W szczegdlnosei ranga grupy Eiqp.q)(Q) réwniez wynosi co najmniej 2. Ponadto
dwa punkty liniowo niezalezne na krzywej ) sa dane wzorami

Vi By — Eapey: v @

wlP) = (Gla+b= o Gla+ Bila+b- o),

2
1 11, )
0(Ps) = (5alo = o), sabs (' = 250") )
gdzie ty = %, p,q € Z oraz k = NW D(2pq, p* + 5¢?). H

Uwaga 2.5.24. Na krzywej eliptycznej
Eape > =z(x —a®)(z —b?)
lezy punkt (¢, abe), por. [INK10]. Poprzez Q-izomorfizm 1 : E(yp¢) — Epj(c—a)

4 8
(a—c?Y(c—ap
odwzorowujemy punkt (c?, abc) w punkt

P=((+1)2% -2~ 1)), t=b/(c—a).

n(w,y) = (I

Na krzywej E;, punkt P jest podzielny przez —2, tzn.
P =220t —1)%2(t — 1)*(—1+ 2t +t%)).

1

Przyktadajac do réwnania izomorfizm 1~ otrzymujemy réwnos¢ punktéw na

krzywej Ep.c)

(2, abe) = —2 (;(a—l— b, 5+ b)(atb- 7).

Stosujac twierdzenie o specjalizacji do krzywej y* = z(x — (t* — 1)?)(x — 4t?) oraz
korzystajac z Lematu [2.5.20| otrzymamy, ze punkt (c?, abc) jest nieskoriczonego
rzedu dla prawie wszystkich wyboréw klas [(a, b, c)]~ z Po/ ~.
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2.6 Rangi w rodzinach krzywych II

W tym podrozdziale badamy zachowanie rangi grupy Mordella-Weila w rodzinie
krzywych eliptycznych postaci

v =z — )z~ ¢%) (2.26)

gdzie f, g sa wielomianami z Q[t]. Gléwne wyniki dotycza przypadku, gdy istnieje
wielomian h € Q[t], taki, ze f%+ g* = h%.

Stwierdzenie 2.6.1. Niech f, g, h € Q[t] bedg wielomianami spetniajgcymi relacje
2+ g% = L2 Zalozmy, ze [ i g sq wzglednie pierwszg(nie majqg wspolnych
pierwiastkow w Q). Wowezas istniejg wielomiany hy, ho € Q[t], wzglednie pierwsze
takie, ze

1

f =50+ h3), (2.27)
1 :

g=g (0 -1), i=V-L, (2.28)

Na odwrét, dla dowolnie wybranych wielomianéw hy, hy € Q[t] wzglednie pierw-

szych, wielomiany f, g i h okreslone wzorami , oraz spetniajg

2+ g% = h? oraz f, g sq wzglednie pierwsze.

Dowadd. Dowiedziemy najpierw istnienia rozktadu h = hyhy takiego, ze f, g, ktore
sg dane w tezie spelniajg roéwnosci i . Zauwazmy, ze z zatozenia wynika,
ze wielomiany f +1ig i f — ig sa wzglednie pierwsze oraz (f +ig)(f —ig) = h%. Z
jednoznacznoéci rozktadu w pierscieniu Q[t] wynika, ze f +ig i f — ig sa pelnymi
kwadratami. Zatem istniejg hi, hy € Qt] takie, ze f +ig = h?, f —ig = h3 oraz
hihe = h. Stad otrzymujemy juz wzory i poprzez dodanie lub odjecie
wezesniejszych rownosci stronami. Skoro f +ig i f — 19 sa wzglednie pierwsze, to
tym bardziej hq, ho sa wzglednie pierwsze.

Na odwrét, majac dane wielomiany hy, hy € Q[t] oraz wielomiany f, g dane
wzorami , oraz h = hihs tatwo sprawdzamy, ze zachodzi réwnosé
f? + g* = h%. Niech hy, hy beda wzglednie pierwsze. Gdyby dla pewnego a € Q
zachodzilo f(a) = g(a), to na mocy réwnosci (2.27), (2-28)), otrzymalibysmy, ze
h%(a) = h3(a) = 0, a wigc réwniez hy(a) = he(a) = 0, co przeczy zalozeniu o
hi, ho. O

Lemat 2.6.2. Niech f,g € Q[t] bedg wzglednie pierwsze. Wtedy To/wnam'ﬁ
jest globalnie minimalnym modelem Weierstrassa krzywej eliptycznej nad Q(t).

Dowdd. Bez utraty ogdélnosci mozemy zatozy¢, ze deg g < deg f. Wspdtezynniki
réwnania wynosza as = —f2 —g*iay = f?g? oraz a; = 0 dla i € {1,3,6}.
W szczegdlnoei, spelniony jest warunek (i) z Twierdzenia [2.2.6] Kladziemy n =
deg f. Wowczas zachodzi nieréwnosé degas < 2max{deg f,deg g} = 2n. Ponadto
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degays = 2(deg f+deg g) < 4deg f = 4n, zachodzi wiec warunek (ii) z Twierdzenia
2.2.6l Nieréwnosc
degas > (degf—1)-4 (2.30)

jest rownowazna 2 > deg f — deg g. Jesli zachodzi nieréwnosé , to spetiony
jest warunek (iii) z Twierdzenia . Jesli nieréwnosé nie jest spetniona, to
2 < deg f—deg g, a wiec deg(f?+¢%) = 2deg f, zatem deg ay = 2deg f > (deg f—
1) - 2, wiec spelniony jest ponownie warunek (iii) ze wspomnianego twierdzenia.
Niech v, oznacza waluacje wzgledem a € Q okrelona w . Nier6wnosé v, (az) <
2 jest réwnowazna v,(f? + ¢g?) < 2. Podobnie v,(as) < 4 jest réwnowazne v,(f) +
va(g) < 2. Jedli zachodzi nieréwnos¢ v,(as) < 4 dla a, to speliony jest warunek
(iv) z Twierdzenia2.2.6|dla a. Gdy ve(as) > 4, to zachodzi ve(f) > 2 lub v,(g) > 2,
bo f, g sa wzglednie pierwsze. Ale wtedy (f2 + ¢%)(a) # 01 v,(az) = 0 < 2, wiec
zachodzi ponownie warunek (iv) dla a.
Na mocy powyzszych argumentow i Twierdzenia rownanie okresla
model globalnie minimalny krzywej eliptycznej nad Q(t).
O

Lemat 2.6.3. Niech f,g € Q[t] bedq wzglednie pierwsze. Krzywej eliptycznej
E nad Q(t) zadanej réwnaniem odpowiada powierzchnia eliptyczna € =
(S, IP’}@, ), ktérej widkna osobliwe majq redukcje typu I, dla odpowiednich n.
Doktadniej, wyroznik rownania jest dany wzorem

A — 16f4g4 (f2 _92)2-
Ponadto

(i) jesli a jest zerem wielomianu f lub g, krotnosci e, to powierzchnia eliptyczna
& ma nad punktem a widkno osobliwe typu I4,

(ii) jesli a jest zerem wielomianu f*— g%, krotnosci e, to powierzchnia eliptyczna
& ma nad punktem a widkno osobliwe typu Is..

(iii) jesli a = oo i deg f > deg g, to powierzchnia eliptyczna € ma nad punktem
a widkno osobliwe typu I,,, gdzie n = 8deg f — 4deg g — 2deg(f* — ¢?).

Dowdd. Na mocy Tabeli otrzymujemy podany wzér na wyrdznik rownania
Weierstrassa postaci (2.26). Ponadto j-niezmiennik tego réwnania wynosi

L 256(' = 9+ g
fig' (> = ¢*)°
Lemat implikuje, ze rownanie jest modelem globalnie minimalnym dla
krzywej E. Na mocy algorytmu Tate’a (patrz oraz Tabeli odczytujemy,
ze zachodza warunki (i) oraz (ii). Na mocy zalozenia deg f > deg g w punkcie (iii),
Lematu oraz dowodu Lematu [2.6.2) otrzymujemy, ze x(S) = x(9,Os) =
deg f oraz vy (A) = 12deg f — deg(A). Ponadto zamiana zmiennych (z,y) —
(z/s%X5) 1y /s3x(5)) opisana po Uwadze m pozwala stwierdzié, ze redukcja w
punkcie 0o jest typu I, gdzie n = v, (A) na mocy algorytmu Tate’a, co konezy
dowéd punktu (iii). O
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Lemat 2.6.4. Niech f,g € Q[t] bedq wzglednie pierwsze. Krzywej eliptycznej
E nad Q(t) zadanej réwnaniem odpowiada powierzchnia eliptyczna €& =
(S, IP’}@, 7). Niech P = (z,y) bedzie punktem z grupy E(Q(t)). Wowczas wysokosé
punktu P rozumiana w sensie Definicji wynosi

(P,P) =2x(S5)+2P.0 = > c,(P,P). (2.31)

a€eB

Niech B bedzie zbiorem ztozonym z punktow, nad ktéorymi powierzchnia € ma zig
redukcje. Zachodzi wzor

S 1

PO=-= > min{0,v,(2)}. (2.32)

=
aeﬂ”@(@)

Niech a € B. Jesli krzywa P przecina we wiéknie nad a te samg sktadowq co O, to
kladziemy c,(P, P) = 0. W przeciwnym przypadku, niech n = min{v,(y), v,(A)/2},
gdzie A jest wyroznikiem rownania . Wowczas

_ n(N —n)

co(P, P) N

(2.33)

o ile wtokno nad a jest typu In.

Dowdd. Niech P bedzie punktem okreslonym w tezie. Na mocy Stwierdzenia
otrzymujemy réwnosé . Formuta jest przedstawiona w [Sil94]
I11,§9]. Réwnosé ([2.33]) wynika z dowodu [Shi90, Theorem 8.6] oraz [Cre08) §1],
[Sil88, §5, (28)]. O

Lemat 2.6.5. Niech f, g € Q[t] bedq wzglednie pierwsze. Niech E nad Q(t) bedzie
krzywaq eliptyczng okreslong rownaniem . Wowczas punkty

T :(927 0)?
Ty =(fg,vV/=1f(f — 9)9)

rozpinajg w E(Q(t)) podgrupe izomorficzng z /2 ® 7./AZ.

Dowdd. Niech P = (z,y) € E(Q(t)) bedzie pewnym ustalonym punktem. Gdy P
jest rzedu 2, to P = —P iy =0, wigc P € {(0,0), (¢%,0),(f?,0)}. Gdy P nie jest
punktem rzedu 2, to korzystajac z formuty na podwojenie punktu otrzymujemy
wzOr na pierwszg wspolrzednag punktu 2P

Ax (- f?) (x - g?)
Zauwazmy, ze na mocy formuly (2.34)) otrzymujemy z(273) = 0 # ¢*. Otrzymuje-
my tez y(27T3) = 0, wiec 275 jest punktem rzedu 2 réznym od T;. Wynika stad
teza. O




ROZDZIAL 2. RODZINY KRZYWYCH ELIPTYCZNYCH 29

Przyklad 2.6.6. Niech f = —1 +t2i g = 1+ t2. Jedli krzywa E jest dana
réwnaniem , to E(Q(t))tors = Z/4 ® Z/AZ. Zauwazmy, ze w tej sytuacji
12+ g2 nie jest kwadratem w Q[t]. Punkt T} z poprzedniego lematu oraz T3, ktéry
spelnia 273 = (¢2,0) generuja cata grupe E(Q(t))[4]. Powierzchnia eliptyczna
stowarzyszona z E ma wszystkie wtokna ztej redukceji typu Iy, wigc na mocy

Lematu otrzymujemy E(Q(t))iors = E(Q(t))[4].

Whiosek 2.6.7. Niech f,g € Q[t] bedg wzglednie pierwsze. Niech deg f = 2 i
1 < degg < 2. Niech f,g, f* — g* bedg rozdzielcze oraz deg(f? — ¢%) = 2deg f.
Niech E nad Q(t) bedzie krzywq eliptyczng okreslong réwnaniem . Wowczas
E(@(1))iors = 2,220 T/4T.

Dowdd. Niech € = (S, IP’}@, 7) bedzie powierzchnig eliptyczna, ktérej wiéknem
generycznym jest E. Na mocy Lematu [2.6.3] wszystkie wtdkna ztej redukcji dla &€
sa typu I lub I;. Z Lematu [2.2.22 wynika, ze w grupie E(Q(#))iors moga istnie¢
tylko elementy rzedéw dzielacych 4. Zauwazmy, ze punkty 2-torsyjne w E(Q(#))tors
sa postaci (f2,0), (g% 0) lub (0,0). Na mocy Lematu wystarczy pokazaé,
ze nie istnieje punkt P € FE(Q(t))ios taki, ze 2P = (¢*,0) lub 2P = (f2,0).
Przypuéémy, ze P = (x,y) oraz 2P = (¢%,0). Ze wzoréw na podwojenie punktu
otrzymujemy

(f_f9)2(f9+$)2 2
- 77

lub réwnowaznie
—f2¢° + 2¢%x — 2% = 0.

Wyrdznik tego réwnania kwadratowego wzgledem z wynosi —4(f — ¢)g*(f +
g). Z zalozen lematu wynika jednak, ze f% — g* jest rozdzielczy, wiec nie jest
pelnym kwadratem, a zatem nie istnieje z € Q(¢) bedace rozwiazaniem ostatniego
réwnania. Argumentacja jest identyczna w przypadku, gdy 2P = (f2,0). Zatem
podgrupa punktéw torsyjnych w E(Q(t))iors podana w Lemacie jest w istocie
caty grupg punktow torsyjnych. O

Lemat 2.6.8. Niech f,g € QIt] bedg wzglednie pierwsze oraz niech istnicje
h € Q[t] taki, ze f?+ g?> = h®. Ponadto zalézmy, Ze degg < deg f oraz deg f > 0.
Niech E nad Q(t) bedzie krzywq eliptyczng okreslong réwnaniem . Wowczas
punkty

Q1 =(=¢*,V~=2¢%h)
Q2 :(h27 fgh)

sq nieskoriczonego rzedu oraz (Q1,Q1) = deg f i (Q2,Q2) = 2deg f. Grupa
generowana przez (Q1, Q2 ma range 2.

Dowdd. Niech € = (S, ]P’}@, 7) bedzie powierzchnia eliptyczna stowarzyszona z E.
Z dowodu Lematu wynika, ze x(5) = deg f. W szczegblnosci, dla parametru
s takiego, ze t = 1/s zachodzi réwnosé

Q1 = (—g(1/s)*s**% ) V/=29(1/5)*h(1/s5)s> 4= T). (2.35)
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Zatem dla waluacji w nieskoficzonosci vo = vs mamy vs(z(Q1)) = 2deg f —
2degg > 0. Niech a € Q. Dla waluacji v, rozwazamy punkt (); w uktadzie
wspolrzednych ze zmienna t. Zauwazmy, ze v,(z(Q1)) = v,(—g*) > 0. Na mocy
réwnosci (2.32) z Lematu otrzymujemy

Q..0 =0.

Niech B oznacza zbiér punktéw w PL(Q) ztej redukeji dla powierzchni eliptycznej
E. Ze wzgledu na Lemat oznacza to, ze a € B wtedy i tylko wtedy, gdy
(f-g-(f=g»)(a) = 0 lub a = oo. Krzywa Q; przecina te sama sktadowa,
co O we widknie nad a € B\ {oc}, wtedy gdy g(a) # 0. Jesli a € B\ {oo}
spetnia g(a) = 0, to punkt @); redukuje sie we wtéknie do punktu osobliwego (0, 0).
Zatem krzywa (Q; we wioknie nad a przecina inng sktadows niz O. Zauwazmy, ze
0a((Q1)) = va(v=24%h) = Lu(A). Niech n = min{v,(4(Q1)), va(A)/2}, wtedy
n = 2v,(g). Widkno nad punktem a ma typ redukcji Iy, (4), a wiec ma N = 4v,(g)

sktadowych. Ze wzoru (2.33)) z Lematu odczytujemy
ca(P, P) = va(g).

Jesli a = 00 i a € B, to wykorzystujemy wzér (2.35)) w lokalnym uktadzie wspoét-
rzednych wokét nieskoriczonoéci. W tym przypadku krzywa @, nie przecina tej
samej sktadowej, co O nad punktem a dokladnie wtedy, gdy 2deg f > 2degg
i3deg f > 2deg g + degh. Jesli zatem deg f > deg g, to réwniez degh = deg f,
bo h? = f2 + ¢*>. Wiékno nad @ ma N = 12deg f — deg A sktadowych, czyli
N = 4(deg f — deg g). Ponadto n = min{v,(y(Q1)),v,(A)/2} = min{2(deg f —
deg g),2(deg f —deg g)} = 2(deg f — deg g). Stosujac ponownie wzor ([2.33)) otrzy-
mujemny
co(P, P) =deg f — degg.

Stosujac rownos¢ (2.31)) dostajemy
(Q1,Q1) = 2deg f — degg — (deg f — degg) = deg f.
Dla t = 1/s, analogicznie do réwnosci ([2.35]), otrzymujemy wzor

Q2 = (h(1/5)*s**%7 f(1/5)g(1/5)h(1/s5)s> "% ]). (2.36)

Rozumujac analogicznie jak w przypadku punktu Q; otrzymamy Q,.0 = 0.
Wielomiany 72, fgh i A sa wzglednie pierwsze. Zatem dla a € B\ {oo} krzywa Q)
przecina te sama sktadowg co O we wléknie nad a. Jedli a = oo, to krzywa Q- nie
przecina sktadowej O we wiéknie nad a wtedy i tylko wtedy, gdy 2deg f > 2degh
i2deg f > deg g+deg h. Pierwsza nieréwno$¢ implikuje, ze deg f = deg g na mocy
definicji h. Ponadto jesli f2 = apt™ + ... 1 g% = bypt™ + ..., t0 ap = —by, # 0,
wiec f2— g% = 2a,,t™ + .. ., zatem deg(f* — ¢g*) = deg(f?) = 2deg f. Wtbkno nad
a ma

N = 12deg f — deg A = 4deg f — 2deg(f* — ¢%)

sktadowych. Zatem, gdyby @, nie przecinato nad a sktadowej O, to wtékno nad
a miatoby N = 0 sktadowych, co jest niemozliwe, bo wtokno ma co najmniej 1
sktadowa. Zatem ¢y (Q2, @Q2) = 0. Stosujac réwnoséé (2.31)) otrzymujemy

<Q2, Q2> =2 deg f
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Dowéd Stwierdzenia implikuje, ze punkty Q; i Q2 sa nieskoriczonego rzedu,
bo ich wysokos¢ jest wieksza od 0. Ponadto zauwazmy, ze punkty )1, Q)2 sa liniowo
niezalezne dokladnie wtedy, gdy wyznacznik macierzy Grama wzgledem (, ) jest
niezerowy. Sprawdzamy, ze

(Q1, Q1) (Q1,Q2) \ _ 2 2
det< (Q2, Q1) (Q2,Q2) ) = 2Adeg £~ (@1, Qa)” (2:57)

Ale réwnosé 2(deg f)?* — (Q1, Q2)? = 0 jest niemozliwa, bo (Q1,Qs) jest liczba
wymierna, a deg f > 0.
]

Whiosek 2.6.9. Przy zalozZeniach i oznaczeniach z poprzedniego lematu, punkty

Py=(—(14+v2)g(g — h),V=1(1+ v2)g(g — h)(v2g — ),
Py=((f=h)(g—h),(f+9)(f —h)(g—h))

sq nieskonczonego rzedu i liniowo niezaleine w E(Q(t)). Macierz Grama wzgledem
(,) ma postac

(e )= (e 00) e

oraz zachodzqg réwnosci

Q1 =— 2P, (2.39)

Dowaod. Zauwazmy, ze réwnosci oraz wynikaja z faktu, ze f2 +
g?> = h? oraz bezpoéredniego rachunku na wspoétrzednych. Na mocy Lematu
2.6.8) mamy réwnos¢ (Q1,@1) = deg f. lloczyn skalarny (,) jest dwuliniowy,
wice (—2P;, —2P;) = deg f i dalej (P, P;) = ; deg f. Analogicznie otrzymujemy
rownos¢ (P, Py) = 3 deg f. Wysokosci punktéw P; i P sa dodatnie na mocy
zatozenia deg f > 0, wiec oba punkty sa nieskonczonego rzedu. Wyznacznik
macierzy Grama jest rowny £ (deg f)? — (Py, P»)? i nie moze by¢ réwny zero,
bo (P, P) jest liczba wymierna na mocy definicji iloczynu (,). Zatem punkty
Py i P, s liniowo niezalezne. Wykazemy teraz, ze zachodzi réwno$é¢ (Py, Py) = 0.
Ze wzgledu na relacje i wystarczy udowodnié, ze (Qq,Q2) = 0. Z

wtasnosci formy dwuliniowej dostajemy réwnosé

(Q1+ Q2, Q1 + Q2) = (Q1, Q1) + (Q2, Q2) +2(Q1, Q2) = 3deg f 4 2(Q1, Q).

Zatem (Q1,Qq) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (Q1 + Q2,Q1 + Q2) = 3deg f.
Wykazemy, ze zachodzi ostatnia rownosé. Ze wzorow na dodawanie punktow w

grupie E(Q(t)) otrzymujemy Q := Q1 + Q2 = (x,y), gdzie
_ =229+ 3797 + g
(£ +v=29)’ |

(2.41)
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gh (—f' = V=2f%g — 2f*¢* — 4/=2fg* + 3¢")
(f+v=29)

y = . (2.42)

Wprowadzamy oznaczenia

Fyi=— ' =2vV=2f°g + 3¢ + ¢,
Fy :=gh (—f* = V=2f%g — 2>’ — 4V/=2f¢* + 3¢"),
H :=f++v—2g.
Niech £ = (S, ]P’}@, 7) bedzie powierzchnia eliptyczna stowarzyszona z E. Niech

B oznacza zbiér punktéw ztej redukeji w P}@(@) dla powierzchni eliptycznej €.

Zatem a € B wtedy i tylko wtedy, gdy (f - ¢ - (f* = ¢*)(a) = 0 lub a = cc.
Obliczamy najpierw przeciecie Q.0O. Zauwazmy, ze x ma biegun w a € Q, gdy
v (F1) < 2v,(H). Ale jedli H(a) = 0, to Fi(a) # 0, wiec v,(x) = —2degH. Z
kolei, gdy a = 0o, to zapisujac punkt () w lokalnym uktadzie wspotrzednych, dla
ktorego t = 1/s, otrzymujemy

= ( Fi(1/s) $2degf’ Fy(1/s) S3degf> '
(H(1/s))? (H(1/s))?

Jedli deg f > degg, to deg F} = 4deg f oraz deg H = deg f i vs(z) = 0.

Jesli deg f = deg g, to analize rozbijamy na dwa kolejne przypadki.

1° Niech deg H < deg f. Jesli f = a,,t"+. .. oraz g = b, t"+. . ., to ap++/—2b,, =
0, a, # 0, b, # 0. Wspotczynnik wiodacy wielomianu F; ma postac

A= —al — 2v/=2a3 b, + 3a2b2, + b2 .

Ze wzgledu na réwnos¢ a,, = —v/—2b,, liczba A # 0, wiec deg F; = 4deg f.
Zachodzi zatem réwnosé vs(x) = —(2deg f — 2deg H).

2° Niech deg H = deg f. Wéwczas deg Fy < 4deg f i vs(x) = 4deg f —deg F} > 0.
Laczac powyzsze przypadki i korzystajac z formuly (2.32) otrzymujemy réwnosé

Q.0 = deg f.

Udowodnimy teraz, ze Y ¢,(Q,Q) = 0. Zauwazmy najpierw, ze jesli a € B\
a€EB

{0}, to x(a) # 0, wiec wowezas ¢,(Q,Q) = 0. Jedli a = oo, to na podstawie
wczesniejszych obliczen mamy:

(i) jesli deg f > deg g, t0 v (x) = v5(x) = 0, Wiec coo(Q, Q) = 0,
(ii) jesli deg f = degg i deg H < deg f, t0 vs(z) < 0, Wiec ¢ (Q, Q) = 0,

(iii) jesli deg f = degg i deg H = deg f, to vso(x) > 0 oraz v (y) > 0.
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Kontynuujemy rozumowanie z punktu (iii). Gdyby krzywa @Q nie przecinala tej
samej sktadowej, co O we wldknie nad a, to musiatoby zachodzi¢ v,(z) > 0 i
va(y) > 0. Ale to jest mozliwe tylko wtedy, gdy deg F7 < 4deg f oraz deg F» <
6 deg f. Pierwsza nier6wnos¢ oznacza, ze A = 0, druga za$ oznacza, ze

B i=byy/a2, + 02, (—ah, — V=2a3,b,, — 202,02, — 4v/=2a,,b}, + 3bj,) = 0.

Ale réwnoéci A = 0 i B? = 0 nie mogg zachodzi¢ jednoczeénie. Wystarczy
zauwazy¢, ze jesli potraktujemy a,, i b,, jako zmienne, a i b, odpowiednio, to
szukamy rozwigzan w zmiennych a, b, s uktadu rownan
b?(a® + b*)(—a* — 2a%b? + 3b* — a®bs — 4ab®s)* = 0
—a* +3a*0? + b — 2a°bs = 0
2+5°=0
Jeslib = 0, to a = 0, ale to oznacza, ze a,, = b,, = 0, co jest sprzeczne z zalozeniem,
7€ y, 1 by, sa wspolezynnikami wiodgcymi wielomianéw f i g. Jedli a? = —b2,
to drugie réwnanie redukuje si¢ do —b3(3b — 2as) = 0 i ponownie a = b = 0.
Pozostaje do rozwazenia przypadek, gdy —a* — 2a?b? 4 3b* — a®bs — 4ab®s = 0.
Stosujac pakiet MAGMA sprawdzamy, ze ideat

I = (—a* —2a*b* + 3b* — a®bs — 4ab’s, —a* + 3a*b* + b* — 2a°bs, s> +2) C Qla, b, 5]

mozna zapisaé¢ réwniez (przy pomocy bazy Grobnera) nastepujaco
5
I = (a* + 7a*b* + 8ab®s — 5b*, a®b + §a2625 — dab® — b*s, b3+

2 9
gab4s, ab® + ﬂbGS, b, s* +2) C Qla, b, s].

Zatem uklad

—a* — 2a%h? + 3b* — a®bs — 4ab®s = 0
—a* +3a%* + b* — 2a%bs = 0
2452 =0

jest réwnowazny a = b = s? +2 = 0. Ostatecznie na mocy ({2.31)) zachodzi réwnosé

(Q,Q) =3deg f.
[l

Twierdzenie 2.6.10. Niech f, g € Q[t] bedq wzglednie pierwsze oraz niech istnieje
h € Q[t] takie, ze f*+ g*> = h2. Zalézmy, ze deg f = 2 i1 < degg < 2 oraz
1,9, % — g* sq rozdzielcze, a ponadto deg(f? — g*) = 2deg f. Niech E bedzie
krzywq eliptyczng okreslong nad Q(t) réwnaniem . Wowczas

EQM) X7 ®Z/2Z ® Z/4Z.
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Grupe E(Q(t)) generujg punkty

Dowdd. Niech € = (S, ]P’}@, 7) bedzie powierzchnig eliptyczng stowarzyszona z F.
Dla rozwléknienia 7 oznaczymy przez N, liczbe sktadowych widkna nad punktem
w nieskonczonosci. Z Lematu [2.6.3| otrzymujemy, ze N, = 8 — 4degg. Niech r
oznacza range grupy E(Q(¢)). Na mocy Twierdzenia liczba Picarda p(S)

powierzchni S jest réwna
p(S) =124 3degg + r + max{ N, — 1,0}.
Z zatozenia x(S) = deg f = 2. Twierdzenie daje gorne ograniczenie
p(S) < 20.

Oznacza to, ze r < 8 — max{N,, — 1,0} — 3degg. Jesli degg =1, to Noc =4 i
r <2.Gdy degg =1, to Ny, = 0 (nie ma zlej redukcji w oo), wiec < 2. Wniosek
[2.6.9) gwarantuje nam, ze r > 2, wiec r = 2.

Struktura grupy punktéw torsyjnych zostala wyznaczona we Wniosku [2.6.7 Wy-
kazemy teraz, ze punkty P, i P, generuja cze$¢ wolng grupy E(Q(t)). Niech
(E(Q(t)/E(Q())tors, (-, ) &) bedzie kratg z iloczynem skalarnym (-, ) okreglo-
nym jak w Definicji [2.2.20] Z konfiguracji widkien osobliwych dla 7 otrzymujemy
(P,Q)r € 1Z dla P,Q € E(Q(t))/E(Q(t))sors- Na mocy Wniosku uzyskuje-
my (P, P1)g = 1/21 (P, Po)g = 1 oraz (P, Py)g = (P, P\)g = 0. Definiujemy
krate A = E(Q(t))/E(Q(t))tors 2 iloczynem skalarnym (-, -) = 4(, -)g. Dalej prze-
prowadzamy rozumowanie w petni analogiczne do dowodu Lematu W tym
przypadku G = E(Q(t)), ¥(z,y) = (v, — f?), ¢ : G — G/2G, ¢(x) = z + 2G
oraz n = 1 o ¢. Do udowodnienia, ze punkty P; i P, generuja cze$¢ wolng grupy
G wystarczy wykazaé, ze G = (Z/27)3. Trzeba zatem uzasadnié¢, ze n(Py),n(P,)
i n(Ty) generujg grupe 8-elementows. Niech ¢ = e*™V~1/8 hedzie pierwiastkiem
pierwotnym stopnia 8 z jednosci. Korzystajac ze Stwierdzenia [2.6.1] mozemy
napisac

n(Py) = (7 = ho)(hy + ha), (Chu + ha)(C*ha + ha))

n(Pa) = (1, (Cha + ha)(CPha + ha) )

0(To) = (7 = ha) (b1 + ha) (B + 13), (b1 + ho) (C*ha + ha) (C®ha + ha) (CTh + ho))
dla pewnych hq, hy okreslonych w Stwierdzeniu [2.6.1} Zauwazmy, ze pierwsza

wspotrzedna n(P;) jest réwna g z dokladnoscig do kwadratéw, wigc na mocy
zatozenia nie jest réwna 1 modulo ((Q(¢))*)?, czyli n(P;) ma rzad 2.
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Z zalozenia deg f = 2 mozemy przyjac, ze hy = a(t —b), hy = c(t — d) dla pewnych
a,b,c,d € Q. Wielomiany f,g nie majg wspoélnych pierwiastkow, wiec b # d.
Druga wspdélrzedna n(P,) jest réwna

(—V—=1)a** + d* + t (—202d +2v —1a2b) + 2 (62 - \/—1a2) :
Wyréznik tego wielomianu jest réwny éx/—laQCz(b — d)?. Oznacza to, ze druga
wspotrzedna jest rézna od 1 modulo ((Q(t))*)?, wiec n(P,) ma rzad réwny 2.

Pierwsza wspotrzedna punktu n(73) jest réwna
atbt*—ctdt+t (404d3 — 4a4b3> 412 (6a4b2 — 6c4d2) +12 (4c4d — 4a4b> +t (a4 — 04) .
Wyrdznik tego wielomianu wynosi —256a'2¢?(b — d)'2. Jest on niezerowy, wiec

wielomian nie jest pelnym kwadratem i 1(73) ma rzad réwny 2.

Zauwazmy teraz, ze n(P;) # n(P;) oraz n(P) # n(1T,) na mocy podanych juz
argumentéw. Z doktadnoscig do kwadratéw h? + h3 jest réwne f, wiec n(Py) #
n(Ty). W takim razie elementy n(P;),n(P,) rozpinaja grupe (Z/27Z)* Wraz z
n(Ty), elementy n(P;) i n(P,) rozpinaja grupe (Z/27)* dokladnie wtedy, gdy
n(Py)-n(Py) # n(Ty). Ale ostatnia nier6wnos¢ jest speliona, bo f jest rozdzielczy
i h? + h2 nie jest pelnym kwadratem. O

Uwaga 2.6.11. Warunek deg f = 2 z powyzszego twierdzenia jest niezbedny,
aby przy podanych pozostatych zatozeniach uzyska¢ dokladng warto$é rangi
generycznej, bez uzywania dodatkowych srodkéw. Zauwazmy, ze w ogdlnosci, gdy
1,9, f* — ¢* sa rozdzielcze oraz deg(f? — g?) = 2deg f, to r > 2 oraz

2+ 3deg f +3degg + 2deg f + r + max{4(deg f —degg) — 1,0} < 10deg f.

Gdy deg f = degyg, to
4<2+4+7r<2degf.

Zatem gdy deg f = degg =2, to r = 2. Gdy deg f > degg, to
3<1+7r <degg+degf.
W tej sytuacji jesli deg f = 2, to otrzymujemy r = 2.

Whiosek 2.6.12. Niech spelnione bedg zatozenia Twierdzenia|2.0.10. Przyjmijmy,
ze f,g,h € Q[t]. Wowczas krzywa E jest okreslona nad Q(t) oraz

EQt)=ZaZ/2Z & Z]2Z
i generatorams tej grupy sq P, T, 2T5.
Dowod. Dowdd jest analogiczny do dowodu Wniosku [2.5.21 [

Porzucajac zatozenie f, g, h € Q[t] z Wniosku [2.6.12| mozna otrzymaé krzywa
E postaci ([2.26)) okreslona nad Q(t), ktéra ma wyzsza range grupy F(Q(t)) niz
ta podana we Wniosku [2.6.12| lub wiekszy rzad grupy Q(¢)-wymiernych punktéw
torsyjnych.
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Przyklad 2.6.13. Wybierajac w odpowiedni sposéb hy, hy € Q[t] mozna podaé
przyklad krzywej E postaci (2.26]) okreslonej nad Q(t), ktéra spetnia warunek
rangaF(Q(t)) = 2. Niech

= (=2)*(4v2 - 1),
hy = (=2)Y4(4V2 +1).
Ze wzoréow (2.27) i (2.28)) wynikaja rownosci f = /—2(t2 + 2°), g = —2%t oraz
h = +/=2(2° — 1?) i krzywa zadana réwnaniem ([2.26))
B y? =a(r+ 282 +2°)?)(z — (—2%)?)
jest okreslona nad Q(t). Ponadto na mocy Lematu m punkty
Ql :(_927 \% _292h) = (_28t27 29t2(t2 - 25))7
Q2 =(h*, fgh) = (=2(2° = £2)%, =2°#(t" — 2))

sa liniowo niezalezne. Stosujac metode z Wniosku [2.5.21] otrzymamy, ze 1, Q2
wraz z 17 i 2T generuja cata grupe E(Q(t)).

Przyktad 2.6.14. Niech a? + b? — 2¢? bedzie forma kwadratowa. Wybieramy
parametryzacje Q-wymierng a = 1 + 2t — 2, b= —1 4+ 2t +t?, ¢ = 1 + t2. Niech
f=vV-11+2t—1¢*), g=+-1(-1+2t+t*) i h = /=2(1 + t*). Zachodzi

réwnosé f2 + g2 = h? oraz krzywa zadana réwnaniem ([2.26))
By =z(x+ (1+2t—))(z+ (=142t +12)?)

jest okreslona nad Q(t). Grupa punktéw torsyjnych E(Q(t))iors jest izomorficzna
7z 1)27 @ 7./AZ. Generatorami grupy E(Q(t))iors 52

Ty =(g%,0) = (—(=1+2t + ¢*)%,0),

T =(fg,vV=1f(f — 9)g) = (1 — 6> + t*,2(—1 4+ 7t* — 7t* +¢%)).
Ponadto grupa E(Q(t)) jest rangi 1, a generatorem jej czeSci wolnej jest punkt

Qs = (=%, V=2¢h) = (=1 4 2t + t2)%,2(1 + £3) (=1 + 2t + 1*)?).

Niech dane bedzie ustalone ciato K charakterystyki 0 i okreslona nad nim
krzywa eliptyczna
E:y* =2+ A2? + Bx

taka, ze A, B € K. Jesli dany jest automorfizm o : K — K, to krzywa
E7 :y?* =2° + 0(A)z® + o(B)x

jest réwniez nieosobliwa (wiec automatycznie eliptyczna) oraz okre$lona nad K.
Ponadto odwzorowanie

BE(K) — E°(K)

(@, y) = (o(z),0(y)) (2.43)
O~ 0
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ustala izomorfizm grup Mordella-Weila E(K) i E7(K).

Niech K = Q(t) oraz niech E3 bedzie krzywa eliptyczna nad Q(¢) okreslona
rownaniem

2t

Ey:y’ = a(z — (us — 1)) (2 — dug), us = 512

Niech Ej bedzie krzywa eliptyczna nad Q(¢) okreslong réwnaniem

—o%
Ey:9? = 2(u2 + 2°))(x — (—2%uy)? -
vyt = e+ 20+ 2@ — (-2'w)), wa=

Wowcezas automorfizm o : K — K taki, ze o(t) = \/%t indukuje izomorfizm grup

E3(K) = E{(K). Ponadto mamy K-izomorfizm krzywych eliptycznych
¢ E5 — Ey,
(z,y) — (s%z,s%), s=—2°v-2.
W szezegdlnoscei, ¢ indukuje izomorfizm grup EY(K) = E,(K). Niech
fa=ui—1, g3=2u3, hy=uj+1

oraz
fi=vV=20wi+2°), gs=—-2"y, hy=+vV-2(2"—1u3).

Dla i € {3,4} definiujemy punkty

(—(1+ V2)gi(g; — hi), V=1(1 + V2)g:(g; — hi)(V/29: — hs)),
((fi = ha)(gs — ha), (fi + 93) (fi — Pi) (g5 — ha)),
(97,0),

(figi: V=11i(fi = 91)95).

Ponadto okreslamy punkty

PQz

(=5 + t)uz(—1 + u?)
P33 = |- € E3(K
3,3 ( I3, 52 3(K),
20 29 (% 4+ 10) uy (2° + u?)
P3y= (- Ey(K).
34 ( \/_—2f47 10— 2 € Ey(K)
Zachodzg wtedy réwnosci
¢(Pr3) = —Pry+Ti4+ 2104,
P(Pa3) = — Py + 2Ty,
¢(T13) = Tha,
¢(Tr3) = Tou,
P(Ps3) = P34
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Twierdzenie 2.6.15. Grupa E;(K) jest generowana przez Py ;, Pa;, Ps i, 11, Ts;
oraz
E(K)2XZ*®ZL/2Z ®Z/AZ

dla i € {3,4}. Grupa Es3(Q(t)) jest generowana przez Pags, Ps 3, T 3,275 3, wiec
E3(Qt) 27’ ®Z/2Z ® Z/2Z.

Grupa E4(Q(t)) jest generowana przez 2Py 4,2Ps 4, P34, Ty 4,215 4, wicc
EQt) XZ*®Z/2Z ® Z/2Z.

Dowdd. Istnienie izomorfizmu F3(K) = E{(K) indukowanego przez o jest kon-
sekwencjg uwag poprzedzajacych twierdzenie. Odwzorowanie ¢ jest w oczywisty
sposob izomorfizmem. Dalsze wlasnosci wynikaja z rachunku, ktory zostat prze-
prowadzony z uzyciem pakietu MAGMA. Ponadto wtasnosci krzywej E3 oraz
grup F3(K) i E5(Q(t)) zostaty opisane w Lemacie i[2.5.17 Struktura grupy
EL(K) jest konsekwencja istnienia izomorfizmu grup ES(K) i E4(K). Opis struk-
tury grupy F4(Q(t)) uzyskujemy za pomocg analogicznego rachunku, do tego z
dowodu Wniosku 2.5.18] O

2.6.1 Zastosowania do rodzin parametryzowanych przez
formy kwadratowe

W tym paragrafie wykorzystamy wyniki poprzedniego podrozdziatu do opisu rangi
w rodzinach krzywych eliptycznych parametryzowanych przez formy kwadratowe.

Niech dane bedzie ciato liczbowe K i niech «, 5,y € K*. Zatézmy, ze dana
jest forma kwadratowa aa? + 8b? — vc?. Rozwazamy sytuacje, gdy istnieje tréjka
liczb ag, b, co € K speiajacych agbocy # 0 i takich, ze cal + Bb% = ~vc2. Wowcezas
mozemy znalez¢ wielomiany f1, g1, hy € K[t] spetiajace warunek

fi

2
9
+ = 2.44

i takie, ze f1 i g1 nie maja wspolnych pierwiastkow. Ponadto zamieniajac ewentu-
alnie rolami f; i g1 mozna przyjac, ze deg f; > degg,. Z tego, ze w ten sposob
otrzymujemy parametryzacje kwadryki aX? + 8Y? = v wynika, ze jest mozliwy
wybor fi taki, ze deg fi,deg g, < 2, wiec réwniez deg hy < 2. Wybierajac t € K
otrzymujemy parametryzacje rozwigzan K-wymiernych réwnania aa® + 3b* = ~c?

w postaci
a_ fi b_ g

c h e hy
Niech dana bedzie krzywa nad K okreslona réwnaniem Weierstrassa
Elape  y° = x(x — aa®)(z — Bb°). (2.45)

Jesli wyréznik 16a%02b132 (a%a — b2B)” stowarzyszony z podanym réwnaniem (por.
Tabela jest niezerowy, to rownanie ([2.45)) definiuje krzywa eliptyczna okreslona
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nad K. Dla ustalonych «, 3, v chcemy wskazaé takie parametry a, b, ¢, dla ktorych
ranga grupy Mordella Weila E, 4 ) (K) jest dodatnia. W szczegdlnosci pokazemy
w jaki spos6b mozna w tym celu zastosowaé rezultaty poprzedniego podrozdziatu.

Zauwazmy, ze przy ustalonych ag,by,co € K, agbpcy # 0 i ustalonej formie
kwadratowej q(a, b, ¢) = aa® + Bb* — yc? z parametrami a, 3, okreslonymi jak
wyzej, gdy q(ao, by, co) = 0, to mozemy znalezé parametr ¢ taki, ze 22 = J1(to)

co hi(to)
oraz & = 21t0) 7amiana zmiennych na

co hi(to) "
C 2 C 3
! 0 / 0
<h1(to)> Y (hl(t0)> (248)

pozwala przeksztalci¢ réwnanie E(q, p,,co) do postaci

() =2'(2' — afi(t))*) (@' — Bgr(to)?), (2.47)

gdzie afi(tg)? + Bgi(te)* = vhi(ty)? i krzywa jest okreslona nad K. Definiujemy
f=+afi, g=+/Bg oraz h = /Yhi. Konstruujemy krzywa postaci (2.26))

(y)* =2'(2" = (/) ~ (9)*)
okreslona nad K (t). Na mocy Lematu mamy dwa punkty Q(¢)-wymierne na
tej krzywej
Ql :(_92; \% _2g2h> = (_59%7 \% _QBﬁg%hl)v (248)

Q2 =(1?, fgh) = (Y3, V[ By/A i), (2.49)
Wielomiany f, g, h spelniaja warunki Lematu [2.6.8, wiec punkty @)1, Q)2 rozpinaja
podgrupe rangi 2. Ponadto punkt ¢ jest K(¢)-wymierny doktadnie wtedy, gdy

V—=2,/7 € K. Punkt Q) jest K(t)-wymierny wtedy i tylko wtedy, gdy a3~ jest
kwadratem w K.

Uwaga 2.6.16. Rozwazana w Przyktadzie 2.6.13| rodzina spetnia podane wyzej
warunki i punkty @1, Q2 sa Q(t)-wymierne i liniowo niezalezne.

Wnhiosek 2.6.17. Niech dane bedzie cialo liczbowe K oraz o, 3,7 € K \ {0}.
Istnieje nieskoriczenie wiele tréjek a,b,c € K spetniajgcych aa® + Bb* = ~yc?, dla
ktorych krzywa

Eupe 1 y° = z(x — aa®)(z — Bb)

jest eliptyczna oraz grupa E(a’bﬂ)(K) ma range ToOwng co najmniej
(i) 1, gdy =2y € (K*)?,
(i) 1, gdy apy € (K*)?,
(iii) 2, gdy aBy € (K*)* i —2y € (K*)2.
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Ponadto tréjki a,b,c € K podane powyzej zadajqg nieskonczony podzbior w zbiorze
otwartym

P2(K)\{la:b:c] € P*(K): aa® + Bb* = yc*, ab (a2a — bQB) = 0}.
Dowad. 7 zatozen oraz poprzedzajacej wniosek dyskusji wynika, ze istniejg wie-
lomiany fi1, g1, hy € K[t] takie, ze af + g7 = vh3 oraz deg g; < deg f; < 2. Na
krzywej eliptycznej

By y® = a(z —aff)(z — Bgi),
okredlonej nad K (t) zadane sa dwa liniowo niezalezne i Q(t)-wymierne punkty

, , patrz Lemat . Niech dana bedzie powierzchnia eliptyczna
E=(S, ]P’}@, ), ktérej wtéknem generycznym jest krzywa E nad K (t). Z konstrukeji
modelu Kodairy-Nérona mozemy wybra¢ S w ten sposéb, ze jest powierzchnig
okreslong nad K i widkna 7~ 1(¢y) dla ty € K jedli sq nieosobliwe, to definiuja
krzywe eliptyczne nad K. Twierdzenie zastosowane w tym kontekscie (por.
[Sil86, Theorem 20.3]) implikuje, ze dla nieskonczenie wielu parametréow ¢, € K
zachodzi nierownos¢

ranga Ey(K(t)) < ranga By (K). (2.50)
Krzywa Ej, jest okre$lona réwnaniem (2.47)). Gdy tréjka a, b, ¢ jest wyznaczona
przez fi(to), g1(to), hi(to) jako
a _ filto) b gito)

¢ hilto) ¢ Mt
to zamiana wspoétrzednych (2.46) pozwala nam okredli¢ punkty na E, )

Qu =(=p0*, V=28 /7b%),

Q2 =(7¢, ﬁ\/gﬁabc).
Liniowa niezalezno$é punktéw Q; i Qo wynika z faktu, ze homomorfizm spe-
cjalizacji oy, okreslony w ([2.25]) jest injektywny. Stosujac zalozenia podane w

podpunktach (i),(ii) i (iii) oraz nier6wno$¢ ([2.50|) otrzymujemy ostatnia czes$é
tezy. O

Przyktad 2.6.18. Niecha = —2, § = 1iy = —2, patrz Przyktad [2.6.13] Wowczas
spetnione sa zalozenia punktu (iii) z Wniosku [2.6.17, Réwnanie —2a® + b* = —2¢?
posiada parametryzacje rozwigzan nad Q, np.

fi=t+2° g =-2% h=—(*-2°).

Woéwcezas krzywa
Elap,e) : y* = z(z + 2a2)(x - 52), —2a% +b? = —2¢2

okreslona nad Q jest nieosobliwa dla nieskonczenie wielu trojek a, b, c € Q oraz
spetnia warunek ranga Eqp.(Q) > 2, gdzie dwa punkty liniowo niezalezne sg
dane jawnie w postaci

Q1 =(—b*, —2b%c),
Qo =(—2¢%, —2abc).



ROZDZIAL 2. RODZINY KRZYWYCH ELIPTYCZNYCH 71

Whiosek 2.6.19. Niech dany bedzie zbior

s={ (g (o o)) e @

—10 + 2 —10 + 2

Istnieje skoriczony zbior Sy C S taki, Ze dla dowolnego (a,b,c) € S\ Sy krzywa
Elape - 4 = w(x +2a%) (x — 1%),  —2a% +b* = =26

jest eliptyczna oraz ranga grupy E(a7b7c)(@) wynosi co najmniej 3. Wyrazenie
2(—32 + a)(64a + b%) jest kwadratem w Q. Mamy wtedy trzy liniowo niezalezne
Q-wymierne punkty Q1, Q2,

Qs = (—2%, 2%a\/2(—32 + a) (64a + b2)> .

Dowdéd. W Przyktadzie [2.6.1§ podana zostala parametryzacja Q-wymierna réw-
nania —2a? + b* = —2¢?. Konstrukcja zbioru S gwarantuje nam, ze wyrdznik
réwnania krzywej E, ) jest 16zny od zera, wige krzywa jest eliptyczna. Na mocy
Twierdzeniaoraz Twierdzenia otrzymujemy, ze ranga grupy F, ) (Q)
wynosi co najmniej 3. Mamy dane jawnie punkty Q(¢)-wymierne, liniowo niezalez-
ne i lezace na krzywej Fy z Twierdzenia [2.6.15 Korzystajac z zamiany zmiennych
(2.46)) otrzymujemy punkty podane w tezie Wniosku [



Rozdziat 3

Formy modularne i kongruencje

W tym rozdziale przedstawione zostang wyniki teoretyczne oraz numeryczne
dotyczace kongruencji pomiedzy formami parabolicznymi a szeregami Eisensteina.
Podstawowym odniesieniem bedzie praca [Nasl4]. Zamieszczamy tutaj takze nowe
wyniki, ktére znaczaco rozszerzaja zakres parametréw wagi i poziomu formy, dla
ktorych wykonano rachunki w [Nas14].

3.1 Preliminaria

3.1.1 Formy modularne

Niech H = {7 € C: 37 > 0} oznacza gérna pdiplaszczyzne, na ktérej dziata w
naturalny sposéb grupa G L3 (R) macierzy o dodatnim wyrézniku

a b 7__aTij
c d Cer+4d
a b

dla7 e Hi ( . d ) € GL3(R). Przez T'(1) oznacza¢ bedziemy grupe ma-

cierzy SLy(Z). Niech N bedzie dodatnia liczba catkowita. Przez I'(N) ozna-
cza¢ bedziemy grupe, ktéra jest jadrem naturalnego homomorfizmu redukcji
SLo(Z) — SLs(Z/NZ)

r(N):{<Z Z) eSLQ(Z):N|c,N]b,N|(a—l),N\(d—l)}.

Kazda podgrupe I' w I'(1) spehiajaca I'(N) C T' € T'(1) dla pewnego N nazywaé
bedziemy grupg kongruencyjng. W szczegdlnoéci, kazda grupa kongruencyjna I'
jest skonczonego indeksu w I'(1). Przez I'g(IV) oznaczymy nastepujaca grupe
kongruencyjng

ro(zv):{@ Z)eSLQ(Z):mc}.

72
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Ponadto dla grupy I'(1) okreslamy réwniez dziatanie zbiorze punktéw wymiernych,
tj. punktow x + iy, takich, ze x € Qiy =01lub z =01y = oo. Niech

ap+b

(a b)p cﬁidg, gdy ecp+dq #0
4=

¢ q 100, gdy cp+dqg=0.

( a b ) ‘ ) gdy c 7é 07
c 100 =
100, gdy ¢=0.

Ponadto

Na gérnej potplaszezyznie H okreslamy funkcje automorficzne ze wzgledu na
dzialanie grupy I'g(N). Niech f : H — C bedzie funkcja holomorficzna. Méwimy,
ze [ jest automorficzna wagi k ze wzgledu na dzialanie grupy I'o(IV) jesli dla
b
d

/ << ‘ Z>T> — (cr + d)* (7).

Dla dowolnego v = < CCL 2 ) € GL3 (Q) przez f | v oznaczamy funkcje

dowolnej macierzy ( CCL ) w ['g(N) i dla dowolnego 7 € H zachodzi réwnosé

(det )" f(y7)(er +d) 7 .
Warunek automorficznosci mozna zapisac

fley=1f
dla v € I'h(N).

Zauwazmy, ze macierz nalezy do I'g(N) dla dowolnego N. Zatem funkcja

11
01
automorficzna f wagi k spelia rownosé

fr+1) = f(7).

W szczegdlnosci istnieje rozwiniecie f w szereg Fouriera

[e.o]

f(T) = Z anq",

n=—oo

gdzie ¢ = €*™7. Jedli dla wszystkich n < 0 zachodzi a,, = 0, to méwimy, ze funkcja
f jest holomorficzna w nieskorczonosci.

Dla dowolnego v € I'(1) funkcja f, = f |x 7 jest holomorficzna na gornej
polptaszezyZnie oraz jest automorficzna ze wzgledu na grupe v~ 'Ty(N)~y. Grupa

N
0 1 ), stad f, spelia réwnosé

ta zawiera macierz (

KT+ N) = f5(7).
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Istnieje zatem rozwinigcie f, w szereg Fouriera

f’Y(T) = Z b,

n=—oo

gdzie gy = >™"/N. Funkcja f, jest holomorficzna w nieskoriczonosci jesli b, = 0
dla n < 0.

Jesli funkcja automorficzna f wagi k ze wzgledu na grupe I'o(/V) spelnia warunek:
f |k v jest holomorficzna w nieskonczonosci dla dowolnego v € T'(1), to wéwczas
funkcje f nazywamy formg modularng wagi k ze wzgledu na grupe (V).

W dalszej czesci tekstu bedziemy rozwazaé tylko formy modularne ze wzgledu
na SLy(Z) = T'o(1) i To(N), wiec zazwyczaj bedziemy pisaé po prostu: forma
modularna wagi k i poziomu 1 lub N, odpowiednio.

Zbiér form modularnych wagi k i poziomu N tworzy podprzestrzen liniowa
M (N) = My(To(N)) przestrzeni wszystkich funkcji holomorficznych na H
z dodawaniem po warto$ciach funkcji. Forme f nalezaca do My(N) nazywaé
bedziemy paraboliczng jesli dla dowolnego v € T'(1) funkcja f |, v ma zerowy
wspotezynnik Fouriera réwny 0. Zbiér takich form tworzy podprzestrzen oznaczana
przez Si(N)

3.1.2 Algebra Heckego

Na przestrzeni C-liniowej M, (I'o(N)) dziata algebra endomorfizméw End(My(N)),
w ktérej wyréznimy pewng podaglebre Ty. Z definicji, algebra Ty jest genero-
wana przez operatory T, gdzie p jest liczba pierwsza. Na elemencie f € My (N)
operator 7, dziata nastepujaco

p-l 1 4

Zof’k<0 i)>7 JQSIIP‘N,
]:

I,f = (3.1)
p—1 1 g p 0
J§0f|k<0 p>+f|k<0 1), jeslipt N.

Dziatanie operatoréw () | v jest dobrze okreslone i liniowe, wiec element T}, f
nalezy do przestrzeni My(N), patrz [DS05, Chap. 5, §5.1].

Lemat 3.1.1 ([DS05, Proposition 5.2.2]). Niech f € My(N) bedzie formg modu-
larng wagi k i poziomu N, ktorej rozwiniecie Fouriera ma postaé

o
fir) =3 and", q=q =¢"".
n=0
Wowczas forma T, f ma rozwiniecie Fouriera nastepujgcej postaci
oo o0
Tof = and" +ep" 1 Y ang™,
n=0 n=0

gdziee =1 dlapt N oraze =0 dlap| N.
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Dowdd. Obliczamy rozwiniecie Fouriera funkeji f; = f |i ( é ; ) 7 definicji

otrzymamy
1 & 2min(t+j)/p 1 & nj
fi(m) = ; > an(f)e == an(f)apy’,
n=0 n=0

gdzie a,(f) jest n-tym wspélczynnikiem Fouriera formy f, g, = €*™/P oraz
pp = €¥™/P jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia p z jedynki. Dla p | N zachodzi
réwnosé Z?;é ,uzj =pidlapf N suma ta wynosi 0. Stad dla p | N otrzymujemy

Tf =Y au(f)ay =D any(f)d".

pn

Ponadto z definicji zachodzi rownosé

p 0 _ R "
(8] ) 0= =7 S e
n=0
Laczac ostatnie rownanie z wezesniejszymi obliczeniami otrzymujemy teze dla
ptN. O

Na mocy powyzszego lematu mozna bezposrednim rachunkiem sprawdzi¢, ze dla
p, q operatory T}, i T, komutujg. Dla dowolnej liczby naturalnej n mozemy teraz
okredli¢ operator T;, nastepujaco

i) dla n = 1 ustalamy z definicji, ze T jest operatorem identycznoS$ciowym,
(i) dl 1 ustalamy z definicji, ze T} jest operat identy Sciowy
ii) dlan =p", gdzie r > 11 p jest liczbg pierwsza, okreslamy rekurencyjnie
ii) dl " gdzi 11 p jest liczba pi kresl k jni
Ty = Tyt — p" s
dla p{ N oraz T)r =T,T,»-1 dlap| N,
(iii) dla n = mymg takich, ze (my, mg) = 1 przyjmujemy T,, = Tp,, Trn, -

Operatory T, i T, komutuja dla dowolnych m i n.

3.1.3 Obszar fundamentalny

Dla dowolnej grupy kongruencyjnej I' obszar fundamentalny Dr bedzie oznaczat
taki podzbior H U Q U {oo}, ktory spetnia wlasnos¢: jesli « € Dr oraz v € I' i
zachodzi vr € Dr, to woéwczas yr = x. Ponadto, gdy 7 € H, to istnieje v € T’
takie, ze y7 € Dr. W przypadku, gdy I' = I'(1) obszar fundamentalny mozna
zdefiniowa¢ nastepujaco

Dray = {1 €H:|R(7)| < 1/2,| 7[> 1} U{1/2 +iy:y > V3/2}
u{e™ :1/3 <6 <1/2} U{occ}.

Obszar Dr(i) jest przedstawiony na Rysunku Dla dowolnej grupy kongruen-
cyjnej I' jesli dany jest rozktad I'(1) = U{£1}I'y; na rozlaczne podzbiory, tzn.
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' >
S
2

/,—-w\ oim/3

Rysunek 3.1: Obszar fundamentalny Dr(j)

{£1}Ty; N {£1}Ty, = 0 dla j # k, to z doktadnosciag do zbioréw miary zero
obszar fundamentalny Dr mozna zapisac jako

UPro.

3.1.4 Tloczyn Peterssona

Na gérnej pétplaszezyznie H mamy zadang miare G L3 (R)-niezmiennicza dp(x +

iy) = dzij. Dla dowolnego o € I'(1) oraz dowolnej funkcji f : H — C ciagtej i

ograniczonej catka

L farydu(r)
T(1)

jest zbiezna. W szczegdlnosci dla dowolnej grupy kongruencyjnej I' oraz funkcji f
jak wyzej catka

L @@ =3 [ fm)dn()
T j (1)
jest zbiezna.

Definicja 3.1.2 (Iloczyn Peterssona). Niech f, g beda dwiema formami z S =
Sk(T'o(N)). Okreslamy odwzorowanie

(,):SxS—=C

wzoren

o) = [, FOGEISE) du(r).
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Uwaga 3.1.3. Funkcja f(7)g(7)3(7)* jest ograniczona na H i na mocy weze$niej-
szych obliczen catka jest dobrze okreslona. Ponadto odwzorowanie jest dwuliniowe
i dodatnio okreslone, zatem zadaje na Si(I'g(/V)) iloczyn skalarny (hermitowski).

Uwaga 3.1.4. Zazwyczaj w literaturze przyjmuje si¢ w definicji iloczynu skalar-
nego Peterssona pewng normalizacje calki, aby zachowa¢ niezmienniczo$¢ przy
definicji iloczynu dla innych grup kongruencyjnych. W dalszej czesci bedziemy
odwolywaé sie wytacznie do iloczynu skalarnego dwéch form modularnych ze
wzgledu na grupe ['o(V), wiec iloczyn pozostawiamy nieznormalizowany.

Operatory Heckego T}, dla p 1 N sg samosprzezone wzgledem iloczynu Peterssona,
patrz [DS05] §5.5]

(Tpf,9) = ([, Tp9)-

Twierdzenie 3.1.5 ([DS05, Theorem 5.5.4]). Przestrzen Sp(N) posiada baze
ortogonalng wzgledem iloczynu Peterssona, ztoZong z wektorow wilasnych ze wzgledu
na operatory Heckego T, dla (n,N) = 1.

Dowaod. Na mocy twierdzenia spektralnego dla przemiennych rodzin operatorow
samosprzezonych dziatajacych na skonczenie wymiarowej przestrzeni, istnieje baza
ortogonalna wektorow wtasnych wzgledem tej rodziny. O]

3.1.5 Formy wlasne

Dla dwéch liczb catkowitych M, N spetniajacych warunek Md = N, d € N,
definiujemy operatory podnoszenia poziomu dla form modularnych z Sy (M)

ag: Sp(M) = S(N) : f(1) — f(d-T).

Podprzestrzen 34y Im(aq) nazywac bedziemy przestrzeniq starych form i ozna-
czaé przez Si(To(N))° Tub Sy, (V).

Dopehienie ortogonalne przestrzeni Si(N)° ze wzgledu na iloczyn Peterssona na-
zywaé bedziemy przestrzenig form nowych i oznaczaé Sg(I'o(INV))™" lub Si(N)eY.
Rozktad na sume prosta

Sk(N) = Sp(N)™ @ S, (N)°

jest zachowywany przez operatory Heckego, patrz [DS05, Proposition 5.6.2].

Forme modularng f nalezaca do Si(N)™V, dla ktérej a,(f) = 1 oraz [ jest
wektorem wlasnym operatoréw T, dla dowolnego n, nazywaé¢ bedziemy nowq
formag wtasng. Wartosé whasna formy f wzgledem operatora 7T;, jest réwna a,,(f).
Zbiér nowych form whasnych wagi k i poziomu N tworzy baze przestrzeni Si(N)™V,
patrz [DS05, Thm. 5.8.2]. Ponadto jesli f jest nowa forma wlasna poziomu N i
wagi k, to wéwczas na mocy definicji operatoréw Heckego oraz postaci wartosci
wtlasnych dla f mamy

(i) ai(f) =1,
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(ii) apr = ap(f)ap—1(f) —p*tay—(f) dlar>2 i pfN,

(ili) apr = ap(f)" dlar>1 1 p|N,

(iii) amn(f) = am(f)as(f) dla m i n wzglednie pierwszych.
Twierdzenie 3.1.6 ([Shi71, Theorem 3.48(3), Theorem 3.51(1)]). Niech dane bedg
liczby catkowite k i@ N takie, ze k > 2, N > 1. Niech f bedzie nowq formg wiasng
w Sp(To(N))™™. Wowcezas wspotezynniki a,(f) rozwiniecia Fouriera formy f sq

catkowitymi liczbami algebraicznymi. Ponadto ciato Q({a,(f)}nen) generowane
nad Q przez wspotczynniki Fouriera formy f jest ciatem liczbowym.

Dla danej nowej formy wtlasnej f € Sp(I'o(IV))*" oznaczmy przez Oy pier-
Scien liczb algebraicznych catkowitych ciata liczbowego Q({an(f)}nen). Przez K;
bedziemy oznaczaé ciato Q({a,(f)}nen)-

3.1.6 Szeregi Eisensteina

W tym podrozdziale zebraliémy podstawowe fakty o szeregach Eisensteina. Korzy-
stamy przy tym z [DS05, Chapter 4].

Niech k > 2 bedzie liczba catkowita parzysta. Definiujemy szereg
1
Gr(T) = > v
caeianooy (7 )
Szereg G (T) jest absolutnie zbiezny na gérnej péiptaszczyZznie oraz niemal jedno-

stajnie zbiezny, wiec zadaje funkcje holomorficzng na H. Ponadto dla dowolnego

7= ( Z 2 € I'(1) spetione jest réwnanie modularne

Gk’(’yT) = j(’% T)ka’(T)a

gdzie j(,7) oznacza wyrazenie (¢t + d) oraz Gy, jest ograniczony, gdy ST — oc.
Z tego wynika, ze GG jest forma modularna wagi k£ i poziomu 1. Ponadto ma
rozwiniecie Fouriera

Gr(1) =2((k) + 2(5{:2?)1)! gak_l(n)q”,

gdzie ¢ = e*™" oraz

op-1(n) => m" L
m|n
Zachodzi ponadto réwnosé ag(Gy) = 2((k), gdzie ¢ jest funkcja dzeta Riemanna.
Zatem G (7) nie jest forma paraboliczna. Normalizacja wzgledem wspdtezynnika
a1(Gy,) okresla funkcje Ey(7) = —20_ odzie ao(E),) = — 2Lk oraz By jest k-ta

. : , a1(Gr(7))” k
liczba Bernoulliego okreslong szeregiem

t ootk
et—lzszH'

n=0
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Dla dowolnego N € N, k > 2 funkcje Ey(r7) dla r | N rozpinaja podprzestrzen
liniowa przestrzeni form modularnych My (T'o(V)). Na mocy [DS05, §5.11] mozna
okresli¢ iloczyn Peterssona dowolnej z funkcji Ey(r7), r | N z forma paraboliczng
f € Sk(Lo(N)). Wartosé tego iloczynu wynosi zero. Zatem funkcje Fj(r7) naleza
do dopetnienia ortogonalnego przestrzeni S,(I'o(V)) w Mg(Io(N)). Przestrzen
dopemiajaca Si(I'o(IV)) wzgledem iloczyny Peterssona oznaczamy symbolem
E(To(N)) i nazywamy przestrzenia form Eisensteina. Dowolny niezerowy element
przestrzeni & (I'g(N)) nazywamy forma Eisensteina.

Dla k = 2 szereg Go(T) jest tylko warunkowo zbiezny. Prawda jest jednak, ze szereg
Go(T) — NGo(NT) jest forma modularng nalezaca do Ms(Iy(N)). Podobnie dla
d | N szereg Go(1) — dGo(dr) nalezy do My(I'o(N)). Réwniez w tym przypadku
szeregi te sg ortogonalne, wzgledem iloczynu Peterssona, do form parabolicznych.

Twierdzenie 3.1.7. Niech N bedzie poziomem, a k wagq przestrzeni My(N).
Podprzestrzen E(N) ma wymiar réwny

d:.= Zgb((r, N/r)) —e(k),
r|N
gdzie €(2) =1 i e(k) =0 dla k > 2. W szczegdlnosci, jesli N jest liczbg pierwszq,
tod=1dlak=2orazd=2 dla k > 2. Dla N bedgcego iloczynem dwoch rézinych
liczb pierwszych d = 3 dla k = 2 oraz d = 4 dla k > 2. Ogdlniej jesli N jest
iloczynem t réinych liczb pierwszych, tod =2t —1 dla k =2 i d =2 dla k > 2.

Dowdd. Wystarczy zastosowaé¢ [DS05, Theorem 3.5.1]. ]

3.1.7 Baza form wtlasnych

W tym podrozdziale udowodnimy, ze w przestrzeni & (I'o(V)) istnieje baza wekto-
row wlasnych ze wzgledu na dzialanie algebry Heckego Ty . Zazwyczaj tego typu
rezultaty podaje si¢ dla operatoréw Heckego o indeksach wzglednie pierwszych z
poziomem grupy kongruencyjnej. Wszedzie, gdzie méwimy o przestrzeniach form
modularnych zaktadamy, ze waga k jest liczba parzysta.

Na potrzeby tego podrozdziatu wprowadzimy dodatkowe oznaczenie U, na operator
Heckego T}, dla p | N. Ponadto przez A, oznaczaé bedziemy operator dziatajacy z
Mi(To(N)) do My (I'o(Nd)) zadany formuta f(7) — f(dr). Zauwazmy, ze jesli

(d o
/y - 0 1 )
to Ag(f) = d"* f |k 7.

Twierdzenie 3.1.8 ([AL70, Lemma 15]). Niech f bedzie formq modularng z
przestrzeni My (Lo(N)). Wowezas zachodzg réwnosci

(Ty o Up)(f) = (Upo T,)(f) dlap#q, 3
(Ty 0 Aa)(f) = (Aao Ty)(f) dla (g,d) =1, (3-3)
(Ugo Aa)(f) = (Aao Uy)(f) dla (g,d) = 1. 3
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Szereg Eisensteina Ej, = —25 + 52, 0_1(n)q" jest forma modularng w M, (I'(1))
dla k£ > 2. Wykazemy, ze Ej, jest forma wtasna ze wzgledu na dziatanie wszystkich
operatoréw Heckego.

Lemat 3.1.9. Niech n € N oraz p bedzie liczbg pierwszq takg, Ze p | n. Wowczas
dla k > 2 zachodzg réwnosci

ok-1(np) + p* ' ok_1(n/p) = k-1 (p)ok-1(n), (3.5)
or-1(n) —p* lok_1(n/p) = k1 (np) — p" ok (n), (3.6)
or-1(np) — op—1(n) = P (041 (n) — or1(n/p)). (3.7)

Dowdd. Niech k bedzie ustalone. Kladziemy o := o;_1. Z definicji funkcji o
wynika, ze o(nm) = o(n)o(m) dla m,n wzglednie pierwszych. Ponadto o(p®) =
l4+p+---+p*dlaa>0.

Dowéd réwnosci (3.5): Z zatozenia mamy n = p®n/, dla p 1 n/. Lewa strone
réwnosei (3.5) mozna zapisaé

o(n'p*™h) +p oY) = o () (e () + "o (7).
Wyrazenie w ostatnim nawiasie ma wartosc¢
o) +p" () = (L +p o (p?).

Korzystajac z multiplikatywnosci, otrzymujemy
o)1+ p" o (p”) = (1 +p"o(n).

Dowdd réwnosci (3.6]): Rownosé (3.5) jest réwnowazna réwnosci (3.6)) po przenie-
sieniu wyrazéw z prawej i lewej strony, poniewaz o(p) = 1 + p*~L.

Dowdd réwnosei (3.7): Rownosé (3.5) jest réwnowazna réwnosci (3.7)) po przenie-
sieniu wyrazéw z prawej i lewej strony, gdyz o(p) = 1 + p*~L.
0

Lemat 3.1.10. Niech T,, bedzie n-tym operatorem Heckego dzialajacym na My (I'(1))
dla k > 2. Wowczas

Tn(Ek) = an(Ek)Ek = ak,l(n)Ek.
Dowdd. Niech p bedzie liczba pierwsza. Wéwczas zachodzi réwnos$é a,(T,(Ey)) =

anp(Ex) + p"Lanp(Ey), gdzie przyjmujemy a,(E;y) = 0 dla r € Q \ Z. Stad dla
p 1 n otrzymamy

an(Tp(Ex)) = or—1(np) = op-1(n)or—1(p) = an(Ey)ay(Ey).
Dla p | n po zastosowaniu réwnosci (3.5)) z Lematu otrzymamy

an(Ty(Ex)) = op_1(np) + p* ' or_1(n/p) = ox_1(p)or_1(n) = ap(Ey)an(Ey).
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Niech n = p", gdzie p jest liczbg pierwsza i » > 1 jest liczba naturalna. Ze wzoru
rekurencyjnego
Tpr = Tprrfl — pk_lTpr72 (38)

wynika, ze Ej jest wektorem wlasnym operatora T),-. Ponadto stosujac réwnosc
(13.5) z Lematu dla n = p"~! i przenoszac wyrazy stronami otrzymamy

oe1(P)or1(p7Y) = P ok (077) = orea (p7). (3.9)

bLaczac te rownosé ze wzorem rekurencyjnym na T, otrzymujemy, ze T, Ej, =
Qpr (Ek)Ek

Dla n = kl, gdzie k,l sa wzglednie pierwsze, dostajemy z definicji operatora
Heckego réwnosé T,, = Ty T; = T,T}. Stosujac poprzednie przypadki dla rozktadu n
na potegi czynnikéw pierwszych oraz multiplikatywnosé funkcji oy otrzymamy
réwnosé T, (Ey) = an(Ey)Ey. Z definicji mamy T = id, wiec T1(Ey) = Ey =
al(Ek)Ek O

Dla dowolnego d naturalnego definiujemy dwa operatory liniowe

[d]" =T, —d" Ay : Mp(To(N)) = My(To(Nd)),

Lemat 3.1.11. Dla dowolnych d,e € N oraz §,e € {+, —} zachodzq réwnosci

Dowdod. Réwnosci sa oczywisty konsekwencja faktu, ze Ajo0 A, = A, 0 Ay. [

Lemat 3.1.12. Niech Ej. bedzie szeregiem Eisensteina z My(I'(1)) dla k > 2.
Jesli p jest liczbg pierwszq to zachodzg rownosci

Up([p]" Ex) = [p]" Ex, (3.10)
Up([p]” Ex) = p*~'[p]” Ej. (3.11)

Dowéd. Niech F' = [p]*TEj. Forma F nalezy do My(Ts(p)). Obliczamy n-ty
wspOtezynnik Fouriera formy U,F'

n(UpF) = typ(F) = anp( By — p" Ay By) = any(Er) — p" ™ an(By).
Korzystajac z definicji Ej otrzymujemy
an(U,F) = 0 _1(np) — p"Lop_1(n).
Z drugiej strony, n-ty wspotczynnik Fouriera formy F' wynosi
o1(n) —p*tor_1(n/p),

gdzie zgodnie z konwencja oy_1(r) = 0 dla r € Q \ Z. Stosujac réwnos¢ (3.6|) z
Lematu otrzymujemy U, F' = F'.

Niech F' = [p|” Ex. Forma F nalezy do My (I'¢(p)). Stosujac analogiczne rozumo-
wanie jak w pierwszym przypadku oraz réwnosé (3.7) z Lematu otrzymujemy
U,F = pt-1F. O
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Lemat 3.1.13. Niech k > 2 bedzie liczbg catkowitg. Ustalamy liczbe naturalng t
oraz rozne liczby pierwsze py,...,ps. Niech N =py-...-ps. Forma

e=[p] o...op] o lpr] 0. 0[p] Ei € E(To(N))
jest formq wtasng ze wzgledu na algebre Heckego T . Ponadto

The =o,_1(n)e, (n,N)=1
Upe=e, 1<

Upe = pite, r+1
Dowdéd. Niech ¢ bedzie liczba pierwsza taka, ze ¢4 N. Na mocy rownosci (3.3)) w
Twierdzeniu oraz definicji operatoréw [p|* oraz [p]~ otrzymujemy réwnosci
Tyo[pi]™ = [pi|t 0T, oraz Ty o [p;]” = [pi]~ o Ty. Z tego wynika, ze

Tie=[p1] T o...o[p]t olprs1] o...0[p] (T,E).

Na mocy Lematu otrzymujemy Tye = op_1(f)e. Operator Tjs, s > 1 jest
réwny P(Ty) dla pewnego P € Z|x], wigc zachodzi réwniez Tpse = P(op_1({))e.
Wielomian P jest wyznaczony za pomoca wzoru rekurencyjnego (3.8]). Z kolei
réwnanie pociaga réwnos$¢ P(og_1(f)) = ox_1(£°), wiec Tyse = op_1(£*)e. Dla
danego n wzglednie pierwszego z N otrzymujemy T,e = ox_1(n)e, co wynika z
definicji operatora T,, oraz z tego, ze funkcja o,_; jest multiplikatywna.

Niech ¢ bedzie ustalone i spetnia warunek 1 < i < r. Woéwczas na mocy réwnosci
(3-4) w Twierdzeniu otrzymujemy réwnosci U, o [p;|* = [pi]T o T}, oraz
Up; o [pi]~ = [pi]~ 0T, dlai # j. Na mocy Lematu (3.1.11| forme e mozemy zapisac
jako

e=[p]To...opi1]Tolpisi]To...op]To[pra] o...0p] o [p]T Ep.
Zatem
Upe = [pl]Jr 0...0 [pifl]+ o [pi+1]+ o...of r]+ o[pra] 0. o[p] o Uy, [pi]+Ek~

Pierwsza rownos$¢ w Lemacie @ implikuje, ze Uy,e = e. Dla ¢ > r analogiczne
rozumowanie daje U, e = p; “e. Algebra Heckego Ty jest generowana przez
operatory T, dla (n, N) = 1 oraz operatory U,,, wigc powyzszy rachunek dowodzi,
ze e jest formg wlasng wzgledem wszystkich operatoréw Heckego. O]

Twierdzenie 3.1.14. Niech k > 2 bedzie liczbg catkowitq. Ustalamy liczbe natu-
ralng t oraz rozne liczby pierwsze pi,...,p;. Niech N =py-...-ps. Zbior form

B={eq .« & c{t —}}

takich, ze
Cetyenner — [pl]q ©...0 [pt]etEkv

tworzy baze przestrzeni C-liniowej E(To(N)) ztozong z wektoréw wilasnych algebry
Heckego T .
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Dowdd. Formy ze zbioru B sa liniowo niezalezne, poniewaz wzgledem algebry
Heckego maja rézne systemy wartosci wlasnych, patrz Lemat [3.1.13] Oprécz tego
mamy doktadnie 2¢ réznych wyboréw ciagéw (eq, ..., €). Na mocy Twierdzenia
wiemy, ze wymiar przestrzeni &, (T'o(/N)) wynosi doktadnie 2¢, wiec elementy
z B tworza baze¢ tej przestrzeni liniowej, ktéra sktada si¢ z wektoréow wtasnych. [J

Lemat 3.1.15. Niech k > 2 bedzie liczbg calkowitg. Ustalamy liczbe naturalng t

oraz rozne liczby pierwsze p1,...,p;. Zachodzg rownosci
t
ao(€ey...e;) = —% .1:[1(1 —pf Y, diae,=...=¢ =+,
ao(ee...e;) =0, w pozostatych przypadkach.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla dowolnej formy f mamy ao([p]~ f) = 0. Jesli istnieje i ta-
kie, ze ; = —, to z przemiennosci operatoréw [|*i[-]~ otrzymujemy ag(e., . .,) = 0.
Z réwnosci ao([p]™ f) = ao(f)(1 — p*~1) dla dowolnej formy f wnioskujemy, ze w

t
przypadku, gdy €¢; = + dla kazdego 7, to ap(ee,, ) = _% T1(1 —ptb). 0
i=1

Uwaga 3.1.16. Gdy waga k jest réwna 2, to powyzsze twierdzenia nalezy nieco
zmodyfikowac. Szereg Fy = —% + 322, 01(n)g™ nie jest forma modularna wagi
2 wzgledem SLy(Z), ale dla dowolnego p pierwszego szereg [p]™ Ey okresla forme
modularna wagi 2 i poziomu ['g(p).

Lemat 3.1.17. Niech p bedzie liczbg pierwszq. Forma [p]tEs € E(To(p)) jest
formg wlasng algebry Heckego T,. Ponadto ai([p]TE2) =1, dla liczby pierwszej
q # p zachodzi a,([p]* Es) = 14 q oraz

Up([p]" E2) = [p]" Bz,
Tu([p]" E2) = an(Es)[p]" Bz, dla (n, Np) = 1.

Dowdéd. Niech ¢ # p bedzie liczba pierwsza. Dla ustalonego n otrzymujemy

an(Ty([p]" Es)) = o1(nl) — po1(nd/p) + Loi(n/l) — lpoi(n/(Lp)).
Zgodnie z przyjeta konwencja o(r) = 0, gdy r € Q \ Z. Z drugiej strony

(14 Oan([pT]E2) = (14 €)(o1(n) — por(n/p)).
Stosujac réwnosé z Lematu , z definicji funkcji Fy i operatora T}
otrzymamy
an(Te([p] " En)) = (1 + )an([p"] E2).
Po zadzialaniu operatorem U, na [p]™ Ey otrzymujemy forme z n-tym wspétezyn-
nikiem Fouriera

an(Up[p]" E2) = anp([p]" E2) = 01(np) — por(n) = 01(n) —por(n/p) = an([p]" E2).

Pierwsza, druga i czwarta réownos$¢ wynikajg z definicji £y i operatora U,. Trzecia
réwnosé jest konsekwencjg rownania (3.6) z Lematu @ Algebra Heckego T,
jest generowana przez operatory 1 oraz U,, wigc forma [p|™ Es jest forma wiasna
catej algebry Heckego. Druga réwnosé z tezy wynika z definicji operatora T, oraz
multiplikatywnosci funkeji oq. Z definicji otrzymujemy aq([p]*E2) = a1(Es) =
o1(1) = 1 oraz a,([p]" Ey) = a4(E2) = 01(q) = 1 + ¢q dla g pierwszego, ¢ # p. [
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Lemat 3.1.18. Niech N > 1 bedzie liczbg naturalng wolng od kwadratow. Niech
f € &(To(N)) bedzie formg wlasng algebry Heckego Ty takq, ze ai1(f) = 1 4
a,(f) =14 q dla q pierwszego, ¢t N. Dla ustalonej liczby pierwszej pt N formy
pI"f,[p]” f € Ma(To(Np)) sq formami wilasnymi ze wzgledu na algebre Typ.
Spelnione sq przy tym rownosci

Up([pI" f) = [P f,
Up(lpl" f) =p-[pl" f,
Tu([p]" f) = an(f)lp)*f,  dla (n,Np) =1,
To([pI” f) = an(N)[pI" f,  dla (n,Np) = 1.

Ponadto ai([p)*f) =1 oraz a,([p|*f) = 1+ q dla liczby pierwszej q 1 Np.

Dowdd. Niech ¢ bedzie liczba pierwsza i £ 4 Np. Na mocy z Twierdzenia
otrzymujemy (Tyo[p|")f = ([p]ToTy)f. Forma f jest znormalizowang forma wlasna,
wiec Ty f = ao(f)f. Wynika z tego réwnosé Ty([p]™ f) = ao(f)[p]T f. Analogiczne
rozumowanie prowadzi do réwnosci Ty([p]~ f) = ae(f)[p]” f. Z multiplikatywnosci
01, definicji Fy i definicji operatora T,, dla (n, Np) = 1 otrzymujemy trzecia i
czwartg rOwnosé z tezy.

Réwnosé Uy,([p]~f) =p - [p]” f jest réwnowazna temu, ze

anp(f) = an(f) = plan(f) = ansp(f)), (3.12)

przy standardowej konwencji a,(f) = 0 dla r € Q ¢ Z. Forma f jest znor-
malizowang forma wtasna dla Ty, wiec w przypadku p 1 n zachodzi réwnosé
Anp = an(f)a,(f) oraz skoro pt N, to a,(f) = 1 + p, czyli réwnanie (3.12]) jest
spetnione. W przypadku, gdy n = n/p® i a > 0 réwnosé jest rownowazna

apet1 (f) = (p+ Dage (f) = page-1(f).

Réwnosé ta jest prawdziwa skoro f jest forma wlasna algebry Ty i z definicji
operator Tye+1 = 1T — pThe—1 oraz a,(f) =1+ p. Réwnosé U,([p]T f) = [p|* f
dowodzimy analogicznie jak poprzedni przypadek. Réwnoéci a1 ([p]*f) = 1 oraz
a,([p]* f) = 1+ q wynikaja z zalozeni o formie f oraz definicji [p]*. O

Twierdzenie 3.1.19. Niech t > 0 bedzie liczbg naturalng. Ustalamy rozne liczby
pierwsze py,...,pp. Niech N =py-...-p;. Dla 0 < s < t ustalamy ¢, = ... =
€s = —, €41 = ... = € = +. Niech bedg dane N~ =TI[;_;q; | N oraz NT =
N/N= =1li_ 1 @, gdzie ;i sq liczbami pierwszymi. Dla s = 0 niech N~ =14
Nt =N =1I'_, ;. Przy takich zatozeniach szereg

EN—,N‘*' = [ql]el 0...0 [qt]etEg

zadaje znormalizowang forme wlasng z E2(To(N)) wzgledem algebry Heckego T .
Dla ustalonego s otrzymujemy (z) roznych form okreslonych wyborami dzielnika

N~. Zbior wszystkich takich form dla s € {1,...,t} zadaje baze przestrzeni C-
liniowej w Eo(T'o(NV)).
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Dowdd. Dla ¢t = 1 mamy tylko jeden szereg [pi]" Es, ktéry spelnia warunki
twierdzenia na mocy Lematu [3.1.17] Dla ¢t > 1 stosujemy wielokrotnie Lemat
oraz Lemat Zbior form postaci Ey- y+ sklada si¢ z elementéw
liniowo niezaleznych, bo kazda forma ma inny system wartosci wtasnych wzgledem
algebry Heckego. Ponadto dla ustalonego s < ¢ mamy (Z) wyborow dzielnika N .
Sumujac po s dostajemy 2¢ — 1 liniowo niezaleznych form. Stosujemy Lemat [3.1.7]
z ktérego wynika, ze wymiar przestrzeni (Ig(N)) wynosi réwniez 2! — 1, co
konczy dowdd twierdzenia. O

Uwaga 3.1.20. Twierdzenie [3.1.19] jest dowiedzione w pracy [Yool3al §2]. Autor
tej pracy korzysta jednak z dodatkowych faktow, ktérych uzycie w naszej wersji
dowodu udato si¢ pominac.

Whiosek 3.1.21. Niech N = [['_, p; bedzie liczbg naturalng wolng od kwadratéw,
a p; bedqg réznymi liczbami pierwszymi. Niech N~ | N, Nt = N/N~ oraz E =
En- n+. Wowczas

S

_B
4

a0(E) = i 1(1—pi), dla N- =1,
0, dla N— > 1.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla dowolnej formy h wspétezynnik ag([p]~h) = 0. Zatem
dla N~ > 1 forma E ma posta¢ [p;]~ g, gdzie g € E(I'o(N/p;)), wiec ap(E) = 0. W
przypadku, gdy N~ = 1 na mocy réwnosci ag([p|Th) = ag(h)(1 — p) otrzymujemy,

76 ag(E) = ao(E) i[lu ) =B 41j1(1 ). O

3.2 Reprezentacje Galois

Zasadniczym powodem badania kongruencji pomiedzy formami modularnymi,
ktore sa wektorami wtasnymi algebry Heckego jest proba poréwnania reprezenta-
cji Galois odpowiadajacych tym formom. Badanie kongruencji miedzy formami
parabolicznymi i szeregami Eisensteina odpowiada w tej sytuacji szukaniu kryte-
riéw, dla ktérych reprezentacje pochodzace od form parabolicznych po redukcji
i semisymplifikacji przystaja do reprezentacji pochodzacych od form wtasnych
Eisensteina. Jedna z pierwszych prac, w ktorej kongruencje pomiedzy formami
modularnymi byty badane z punktu widzenia stowarzyszonych z nimi reprezentacji
Galois jest artykul H.P.F. Swinnertona-Dyera [SD73].

Przyklad 3.2.1. Klasycznym wynikiem jest kongruencja zaobserwowana przez

S. Ramanujana
7(n) = o11(n) (mod 691), (3.13)

dla n > 0, gdzie 7(n) jest wspétczynnikiem przy n-tej potedze rozwiniecia w
szereg iloczynu

A=qT[0 -
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Bezposredni dowod polega na obserwacji, ze
A=2°.5E} - 3.T°E;

oraz 8 3 2 7 3 2 2 7
28 .33 .52, 923.32.52.

Eyp = E3
12 13 it 13

Dla dowodu kongruencji Ramanujana wystarczy zauwazy¢, ze wspoétczynniki
przy E3 i EZ dla form A i B}y przystaja modulo 691. Forma modularna A jest
generatorem jednowymiarowej C-liniowej przestrzeni Sio(I'(1)). Kongruencje ((3.13))

sg réwnowazne temu, ze forma A przystaje do szeregu Eisensteina E15 modulo
691.

E3.

Niech Q bedzie ustalonym domknigciem algebraicznym ciala Q. Niech Gg
oznacza absolutng grupe Galois ciata liczb wymiernych ztozong z automorfizméow
o : Q — Q. Grupa Gy jest grupa topologiczna proskoriczona wraz z topologia
Krulla. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka i ustalong topolo-
gia. Grupa GL,(R) macierzy odwracalnych o wymiarze n posiada indukowana
topologie z podprzestrzeni R™. Ciagly homomorfizm

p: GQ — GLn<R)

bedziemy nazywaé reprezentacjg Galois grupy Gg w grupie GL,(R).

Ustalamy liczbe pierwsza £ oraz domkniecie algebraiczne Q, ciala liczb ¢-adycznych
z topologia okreslong przez waluacje f-adyczng. Rozwazaé bedziemy reprezentacje
Galois

p GQ — GLn(Qg)

Przyktad 3.2.2 (Charakter cyklotomiczny). Dla dowolnego n € N ustalamy
zbi6r {(m} pierwiastkoéw pierwotnych z jednosci takich, ze (fui1i = (pn. Ustalamy
izomorfizmy ¢, : Gal(Q((m)/Q) — (Z/0"Z)*, ktére spelniaja ¢ ((em — (Gn) =
m. Dla danego automorfizmu o € Gg kladziemy a,(c) = m (mod ("), jesli
én(olam)) = m. Niech x, : Gg — Q," bedzie reprezentacja Galois okreslona
nastepujaco

xe(0) = (a1(0),a2(0),...,a,(0),...) € I'LH(Z/E"Z)X ~ 75 cQ .

Reprezentacja y, jest nierozgalteziona poza ¢, tj. x, jest trywialna na grupie inercji
I, C Gg, gdzie p jest liczba pierwsza rézng od ¢. Ponadto x,(Frob,) = p, gdzie
Frob, jest absolutnym automorfizmem Frobeniusa dla p, patrz [DS05, §9.3].

Jesli K jest ciatem liczbowym, to przez K oznaczamy uzupelnienie ciata K
wzgledem ideatu maksymalnego A w Ok

Nastepne twierdzenie jest waznym wynikiem, ktéry pozwala skonstruowac
reprezentacje Galois stowarzyszona z dowolna nowa forma wtasna w Si(Fo(N))"ev.
Dla wagi k = 2 opis konstrukgji tej reprezentacji jest nastepujacy. Niech Xo(N)
bedzie krzywa modularna dla grupy I'o(NV), patrz [DS05, §2.4]. Niech Jo(N) bedzie
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rozmaitoscia Jacobiego krzywej Xo(N), ktéry jest rozmaitoscia abelowa wymiaru
2g, gdzie g oznacza genus krzywej Xo(NV). Niech ¢ bedzie liczba pierwsza, wowczas
Ty(Jo(N)) = lim Jo(N)[€"](Q) jest L-adycznym modutem Tate’a jakobianu Jo(N).

Na punktach ¢"-torsyjnych Jo(N)[("](Q) dziata grupa Galois Gg. Dziatanie to
przedtuza sie do przestrzeni liniowej Vi(Jo(N)) := Ty(Jo(N)) @z, Q, ktéra ma
wymiar 2g. Na V;(Jo(N)) dziata Z-algebra Ty taka, ze Ty @z C = Ty. Przestrzen
Vi(Jo(N)) jest wolnym Ry, = Ty ®z Qr-modutem rangi 2. Wybierajac ideat
pierwszy A nad ¢ w Oy dla nowej formy wlasnej f € Sy(I'o(V))™" otrzymamy
przestrzen Ky y-liniowa Vyx := Vi(Jo(N)) @Ry, Ky 2, na ktorej dziata grupa Galois
Gg. Homomorfizm Ry, — Ky ) pochodzi od dziatania algebry Heckego Ty ®z C
na przestrzeni S2(I'g(N)). Reprezentacja psy : Gg — GL(Viy) = GLy(Kf))
jest opisana w ponizszym twierdzeniu, por. [DS05, Theorem 9.5.4]. Deligne w
pracy [Del69] dla wagi k > 2 w analogiczny sposob skonstruowal przestrzenie Ky -
liniowe V7, wymiaru 2, jednak zamiast modutu Tate’a V,(Jo(NV)) wykorzystat przy
tym kohomologie f-adyczne rozmaitosci Kuga-Sato. W rezultacie otrzymujemy
nastepujace wazne twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.3. Niech N bedzie liczbg naturalng i k > 2 bedzie liczbg parzystq.
Niech f € S(To(N))™" bedzie nowq formg wlasng. Ustalamy ideal maksymalny
A w Oy lezgcy nad L. Istnieje wtedy nierozktadalna reprezentacja Galois

PFA - GQ — GLQ(Kf)\)
spetniajgca warunks.

(i) Dla liczby pierwszej p 1 {N reprezentacja pyy jest nierozgaleziona, tj.
prally) = {1} oraz
Tr(psa(Froby)) = ay(f).

(ii) Zachodzi réwnosé det(psa(a)) = x5 (o) dla dowolnego o € Gy.

Ponadto reprezentacja py, jest jedyna z doktadnoscig do sprzezenia w GLo(Ky ).

Uwaga 3.2.4. Zauwazmy, ze majac dana znormalizowana forme wlasng F €
E(To(N)), gdzie N jest wolne od kwadratéw i k > 2 zachodza réwnosci a,(E) =
1+ p*~1 dla liczby pierwszej p { N. Okreélamy reprezentacje Galois

p=1+x5"1: Gy — GLy(Zy).
Reprezentacja jest nierozgateziona dla p # ¢ oraz dla p 4 N/ spelnia réwnosci
Tr(p(Frob,)) =1+ xF ' (Frob,) = 1+ p"* = a,(E).

det(p(0)) = x; (o).

Mozna ponadto pokazaé, ze tak jak w przypadku form parabolicznych reprezenta-
cja stowarzyszona z szeregiem Eisensteina E spelniajaca podane warunki na $lad
i wyznacznik jest jedyna z doktadnoscia do sprzezenia w G Ly(Qy). Reprezentacja
1+ X]Z_l jest rozktadalna, wigc nie moze by¢ izomorficzna z reprezentacja py
pochodzaca od nowej formy wlasnej f. Reprezentacja py, nie musi posiadac
wspolczynnikéw w pierscieniu elementéw catkowitych ciata Ky ). Zachodzi jednak
ponizsze stwierdzenie.
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Stwierdzenie 3.2.5 (|[DS05, Proposition 9.3.5]). Niech L bedzie skoriczonym
rozszerzeniem Qg dla pewnego £ pierwszego. Niech p : Gg — GL4(L) bedzie
reprezentacjq Galois. Istnieje macierz A € GLg(L) taka, Ze reprezentacja sprzezona
p = ApA~! spelnia warunek p'(Gg) C GL4(Op), gdzie Oy jest domknieciem
catkowitym Z, w L.

Wymnika z tego, Ze jesli dana jest reprezentacja py\ stowarzyszona z nowg forma
wlasng f i ideatem maksymalnym A, to istnieje takie A € GLy(Ky ), ze obraz
Pir = AppaA~t lezy w GLy(Ok, ). Slad i wyznacznik kazdego elementu jest taki
sam jak w wyjsciowej reprezentacji. Ponadto reprezentacja pozostaje rozgatezio-
na doktadnie w tych samych liczbach pierwszych. Bez utraty ogélno$ci mozemy
zatozy¢, ze reprezentacja py  przeksztatca elementy z Gg na macierze o wspot-
czynnikach w pierscieniu Ok, ,. Odwzorowanie redukcji 7 : O, , — O, , /A= TF
pozwala nam okresli¢ reprezentacje pyr : Gg — GLo(F), gdzie F jest pewnym cia-
tem skoniczonym charakterystyki ¢. Reprezentacja jest nierozgalteziona dla p{ N/
i Tr(psa(Froby)) = m(a,(f)). Taka reprezentacja moze by¢ rozktadalna.

Definicja 3.2.6 (Semisymplikacja). Niech G' bedzie grupa i V' skoriczenie wy-
miarowa przestrzenia liniowa nad ciatem k. Zakladamy, ze V jest k[G]-modutem.
Niech dany bedzie ciag kompozycyjny k|G]-modutéow

0=V d...dV, =V, (3.14)

dla ktérego V;,/V,,_1 jest k[G]-modutem nierozktadalnym dla dowolnego 1 < n < i.
Wéwezas k[G)-modut @!_, V;,/V,_1 nazywamy semisymplikacja reprezentacji V.

Uwaga 3.2.7. Semisymplifikacja dla k[Ggl-modutu istnieje i nie zalezy od wyboru
ciagu kompozycyjnego (3.14), patrz [CR62][§13].

Interesujg nas przypadki, gdy reprezentacja py » jest rozkladalna. Zastepujac ja
przez jej semisymplifikacje, otrzymamy reprezentacje, ktéra jest suma dwéch
charakteréw o wartosciach w F*. Ponadto dla formy modularnej f reprezentacja
nad G Ly(F) spetniajaca podane wyzej warunki réwniez jest jedyna z doktadnoscia
do sprzezenia. W szczegdlnosci reprezentacja taka jest sprzezona z reprezentacja

L4 G =2 GLy(Z0) — GLa(F,) = GLy(F)

pochodzaca od formy Eisensteina FE € & (I'o(V)). Stad dla prawie wszystkich
liczb pierwszych p otrzymujemy kongruencje

a,(f) = ap(E) (mod N).

Na odwrdét, majac dany system kongruencji tego typu dla formy parabolicznej f
oraz formy Eisensteina F wiemy, ze odpowiadajace im zredukowane reprezentacje
Galois (z doktadnoscia do semisymplifikacji) beda izomorficzne.

Przyktad 3.2.8. Niech ¢ = 691. Semisymplifikacja reprezentacji pya : Ggo —
G Ly(F,) odpowiadajacej formie A z Przyktadu jest izomorficzna z reprezen-

tacja 1+ ;' na mocy kongruencji (3.13)).
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Dokonujac redukcji Ok, , — Ok, , /A" dla pewnego r > 1 nie mozemy spodziewaé
sie izomorfizmu odpowiadajacych formom f i E reprezentacji zredukowanych, ale
mozemy wcigz pytac¢ dla jakiego r prawdziwe sa kongruencje

ap(f) = ap(E) (mod \")

dla prawie wszystkich liczb pierwszych p. Badania nad tym problemem zostaty
zainicjowane w pracy [TiVW10]. W rozdziale opiszemy algorytm, ktéry
pozwala sprawdza¢ za pomoca obliczenn wykonanych dla skonczonej liczby wspot-
czynnikéw Fouriera, kiedy dwie formy f i E przystaja do siebie modulo \". Z
przyczyn praktycznych, algorytm ten podamy w wersji, ktora uwzglednia réwniez
wspOtezynniki a, dla p | N¢. Z punktu widzenia teorii reprezentacji, kongruen-
cje na tych wspotczynnikach nie sg istotne. Mimo tego, préba pominiecia tych
wspotezynnikéw wymusza wzrost stalej Sturma B z Twierdzenia |3.5.11 Takie
wyniki zostaly uzyskane w pracy [Ras, Proposition 2.12] dla kongruencji pomiedzy
reprezentacjami odpowiadajacymi dwom formom parabolicznym. W praktyce zmo-
dyfikowana stala B podana przez autora tej pracy uniemozliwiatlaby wykonanie
obliczen w znaczacym zakresie wag i poziomdw.

Jednym z pierwszych wynikéw dotyczacych badanych w tej rozprawie kongru-
encji jest klasyczny rezultat B. Mazura.

Twierdzenie 3.2.9 ([Maz77]). Niech N bedzie liczbg pierwszq wiekszq od 11.
Jesli U jest liczbg pierwszq wickszq od 3, ktora dzieli N — 1, to wowczas istnieje
nowa forma wlasna f € Sy(To(N))"™ taka, ze dla pewnego idealu maksymalnego
A w Oy lezgeego nad ¢ zachodzqg kongruencje

ap(f) = 1+p (mod \)

dla prawie wszystkich p pierwszych. W szczegolnosci redukcja i semisymplifikacja
reprezentacji pyy daje reprezentacje 1 + Xg.

Uwaga 3.2.10. Jednym z zastosowan tego twierdzenia jest klasyfikacja wszystkich
grup torsyjnych punktéw Q-wymiernych na krzywych eliptycznych nad Q, patrz
[Maz77, Theorem §].

Ponizsze twierdzenie pochodzace od Swinnertona-Dyera wskazuje kryteria
istnienia kongruencji miedzy parabolicznymi formami wtasnymi i formami Eisen-
steina w przypadku, gdy poziom N = 1.

Twierdzenie 3.2.11. Niech k > 2 bedzie liczbg naturalng. Niech f bedzie formg
wtasng na Si(I(1)) takq, ze a1(f) = 1 oraz dla dowolnego n € N zachodzi a,(f) €
Z. Niech € bedzie liczbg pierwszq @ pre © Go — GLo(Zy) bedzie reprezentaciq
Galois stowarzyszong z f i 07 z Twierdzenia|3.2.5. Zalozmy, Ze obraz reprezentacyi
zredukowanej pre @ Go — GLo(Fy) nie zawiera podgrupy SLo(Fy). Wowczas
zachodzi jeden z trzech przypadkow.

(i) Istnieje liczba calkowita m taka, ze a,(f) = n™og_1-2m(n) (mod ¢) dla
wszystkich n wzglednie pierwszych z £.
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(ii) Jesli n spetnia (%) =—1, to a,(f) =0 (mod {).

(iii) Jesli p jest liczbg pierwszq rézng od {, to p'~*a2(f) =0,1,2,4 (mod ().

Kazdy z wymienionych przypadkéw zachodzi doktadnie wtedy, gdy obraz repre-
zentacji py, s speinia pewne dodatkowe warunki, patrz [SD73, Corollary 1,2].

3.3 Kongruencje - warunki ogdlne

Niech N bedzie liczba wolna od kwadratéw oraz niech E € E(I'o(N)) bedzie
forma wlasng algebry Heckego T y. Zalézmy, ze dla pewnej nowej formy wtasnej
f € Si(To(N))™v i dla ustalonego ideatu A € Oy zachodza kongruencje

an(f) = a,(E) (mod A") (3.15)
dla kazdego n > 0. Interesuja nas nastepujace problemy:

(i) Przy ustalonej formie F danego poziomu N i wagi k rozstrzygnaé dla jakich
A istnieje nietrywialna rodzina kongruencji (3.15) dla pewnego r > 0.

(ii) Czy mozna podaé gorne oszacowanie na wyktadnik r» w zaleznosci od formy
E i poziomu N?

(iii) Ile form parabolicznych f danego poziomu N i wagi k moze przystawaé
jednoczesnie do tej samej formy E7?7

3.3.1 Istnienie kongruencji

Odpowiedz na pytanie (i) z poprzedniego paragrafu jest znana tylko w niektérych
przypadkach. Przywotamy tu twierdzenia, ktére gwarantuja istnienie kongruencji
postaci , zazwyczaj dla wspoétczynnikéw o indeksach n wzglednie pierwszych
z pewna ustalong liczba.

Ponizsze twierdzenie jest konsekwencja Twierdzenia [3.2.9|

Twierdzenie 3.3.1 ([Maz77, Proposition 5.12]). Niech N bedzie liczbg pierwszg
wiekszqg od 11. Jesli € jest liczbg pierwszq wiekszq od 3, ktora dzielt N — 1, to
wowczas istnieje nowa forma wtasna f € Sy(To(IN))™" taka, ze dla pewnego ideatu
maksymalnego X\ w Oy lezgcego nad ¢ zachodzq kongruencje

an(f) = an([N]"Ez) (mod X)
dla wszystkich n > 0 takich, zZe (N,n) = 1.

Nastepne twierdzenie stanowi wariant Twierdzenia dla wag k£ > 4. Istotny
jest nadal fakt, ze wskazane w sformulowaniu kongruencje nie musza zachodzic¢
dla wszystkich wspotczynnikéw Fouriera. Podstawowym narzedziem w dowodzie
jest forma Eisensteina w E(T'o(IV)) dla N pierwszego, ktéra nie jest forma wtasng
ze wzgledu na operator Heckego Uy.
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Twierdzenie 3.3.2 ([FD14, Theorem 1.1]). Niech N bedzie liczbg pierwszq oraz
k > 4 bedzie liczbg parzystq. Zatoimy, ze £ > 3 jest liczbg pierwszq, dla ktorej
ve((N* — 1)(By/2k)) > 0. Istnieje znormalizowana forma f € Sp(To(N)), ktéra
jest wektorem wlasnym dla operatoréw Heckego T,, spelniajgcych (n, N) =1 oraz
istnieje ideat N € Oy lezgcy nad € taki, ze

an(f) = an(INT* By) (mod )
dla wszystkich n > 0 spelniajgcych (N,n) = 1.

Uwaga 3.3.3. Oméwione w podrozdziale [3.6] wyniki wskazuja, ze wskazane w
Twierdzeniu [3.3.2] kongruencje zachodza w wielu przypadkach dla wszystkich
wspoOtezynnikéw Fouriera.

Sformutowane ponizej twierdzenia podajg przyktadowe warunki dostateczne,
ktore gwarantuja istnienie kongruencji pomiedzy pewna nowa formg wtasng i
formg wtasng w przestrzeni Eisensteina dla pozioméw, ktore sg liczbami ztozonymi
oraz dla wagi k = 2. Praca [Yool3b| nie zawiera wynikéw dla wyzszych wag k.
W podrozdziale [3.6| wskazujemy przyktady kongruencji spetniajacych zatozenia
podanych nizej twierdzen, zmodyfikowane wzgledem wagi k& > 2.

Twierdzenie 3.3.4 (Ribet, [Yool3b, Theorem 4.1.2]). Niech t bedzie liczbg nie-
parzystq i pq, ..., p; bedg roinymi liczbami pierwszymi. Niech £ > 5 bedzie licz-
bg pierwszq taka, ze ¢ | TIi_y(pi — 1). Wowczas istnieje nowa forma wiasna

feS(To(pr-... p))™" spelniajgca warunki
(i) a,,(f) =1 dla dowolnego i,

(11) istnieje ideat maksymalny X C Oy lezgcy nad { oraz spetniona jest kongru-
encja

ag(f) = 1+ g (mod \)
dla dowolnej liczby pierwszej q roznej od p;, gdzie 1 <1 < t.

Twierdzenie 3.3.5 (Ribet, [Yool3b, Theorem 4.1.2]). Niech t bedzie liczbg pa-
rzystq i niech py,...,p; bedg réinymi liczbami pierwszymi. Niech ¢ > 5 bedzie
liczbq pierwszq takq, Ze 0| [1i_,(p; — 1) oraz p; = —1 (mod {). Wéwczas istnicje
nowa forma wtasna f € Sa(To(py - ... pr))™" spelniajgca warunki:

(i) a,,(f) =1 dla dowolnego i <t —1,

(i) ap(f) = =1,

(ii7) istnieje ideat maksymalny A C Oy leZgcy nad ¢ oraz spelniona jest kongru-
encja
a,(f) =14 q (mod \)

dla dowolnej liczby pierwszej q roznej od p; dla 1 <1 < t.
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3.3.2 Ograniczenie gorne na wykltadnik kongruencji

W tym paragrafie przedstawimy gtowne wyniki autora dotyczace gérnego ograni-
czenia na wyktadnik kongruencji pomiedzy nowg formg wtasng a forma wlasna
Eisensteina. Wniosek [3.3.11| zawiera uogdlnienie gtéwnego wyniku z pracy [Nas14].

Lemat 3.3.6 ([AL70, Theorem 3]). Niech t > 1 bedzie liczbg naturalng, a
D1, - -5 e bedg roinymi liczbami pierwszymi oraz niech k > 2 bedzie liczbg natu-
ralng parzystq. Niech N =py - ... -p; oraz f € Sp(To(IN))™" bedzie nowq formg
witasng. Wowczas

ay (f) = _)‘pip?/%lv

gdzie \,, € {£1}.
Definicja 3.3.7. Jesli K jest ciatem liczbowym i Ok pierscieniem liczb catkowi-

tych tego ciata, to dla ideatu maksymalnego A C Ok i elementu a € Ok przez
ordy(a) oznaczamy liczbe naturalna, ktora spelia warunek

n<ordy(a) <= \'|aOk.

Ponadto dla dowolnego z € K* definiujemy ordy(z) = ord\(a) — ordy(B), gdy
r=a/fia,p e Ok oraz B #0.

Uwaga 3.3.8. Réwno$¢ x = o/ = o'/’ pociaga af’ = fa/. Addytywnosé ordy
implikuje ordy(a) + ordy(B') = ordy(5) + ordy(a’), wiec

ordy(a) — ordy(B) = ordy(a’) — ordy(8').
Zatem definicja ordy(z) nie zalezy od postaci utamka x.

Definicja 3.3.9. Niech ¢ bedzie liczbg pierwsza i niech z = %’ bedzie liczba
wymierng taka, ze £ { p oraz £ { q. Definiujemy waluacje f-adyczna liczby x

ve(z) =

Uwaga 3.3.10. Niech A\ bedzie dowolnym idealem maksymalnym w O dla
pewnego ciata liczbowego K. Dla dowolnego a € Q* zachodzi oczywista réwnosé
ordy(a) = ordy(0)ve(a), jezeli ¢ jest charakterystyka ciata O /.

Whiosek 3.3.11. Niech py,...,p: bedg réznymi liczbami pierwszymi oraz niech
k > 2 bedzie liczbg naturalng parzystg. Niech N = py-...-py oraz f € Sp(Lo(IV))™?
bedzie nowq formq wlasng. Niech E = [p1]T o -+ o [p]|TEy bedzie formg wlasng z
E(To(N)) (patrz Twierdzenia |3.1.14i|3.1.19). Zalézmy, ze dla ustalonego idealu
maksymalnego X C Oy i dla pewnego v > 0 zachodzq kongruencje

an(f) = a,(E) (mod \")

dla wszystkich n > 0. Jesli £ jest charakterystykq ciata O¢/\ oraz £1 N, to

r < ordy(?) - v (—Bk ﬁ(l —pi)> :
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Dowdd. Dla kazdego p; na mocy Lematu zachodzi réwnos¢ a,, (f) = =\, P

dla pewnego \,, € {£1}. Z drugiej strony, a,,(E) = a1(U,,E) i na mocy Lematu
B.1Ig
ap,(E) = 1.

Z zalozenia zachodzi a,,(f) = ap,(E) (mod \"), wigc —)\pipf/%l = 1 (mod A").

Podnoszac ostatnig kongruencje obustronnie do kwadratu otrzymamy
1 —p2 =0 (mod \"). (3.16)

Ponadto ag(E) = 0 (mod "), poniewaz [ jest z zalozenia paraboliczna. Zatem
pierwsza rownos¢ w Lemacie |3.1.15| implikuje

By {

e — 1—pi )= .
27%-:1( p; ) =0 (mod X")

7

Zauwazmy, ze 1 — pF~t = (1 — pF=2) + pF2(1 — p;). W polaczeniu z kongruencja
(3.16]) i zatozeniem ¢4 N daje to
B t
_Zk (1-
2k =

Skoro k > 2, to ordx(1 — p¥™') > ord\(1 — p;), wicc

i korzystajac z Uwagi [3.3.10] otrzymujemy teze. ]

Whiosek 3.3.12. Przy tych samych zatozeniach na N, k i f, co we Wniosku

3.3.11, niech E = [p1]® o ... o [p]* bedzie formq wlasng z E(To(N)) takq, ze
ao(E) = 0. Ponadto niech p; ¢ X jezeli ¢; = —. Jesli kongruencja

an(f) = an(E) (mod \")
zachodzi dla kazdego n > 0, to

r < min{ min ordy(1 — pf=?), min ord(1 - p)}.

1,6, =+
Ponadto dla v takiego, Ze €, = + liczba p; nie nalezy do ideatu .

Dowdd. Stosujemy Lemat [3.3.6| Podnoszac obie strony kongruencji a,,(f) =
ap, (E) (mod A") do kwadratu otrzymujemy warunek

k—2 __ { 17 gdy Ei:+7

2(k—1) (3.17)

pi- 7, gdy &= —.
Wyktadnik 7 jest co najwyzej réwny ordy(1 — pf~?) dla ¢; = +. Podobnie, r jest
. o . ’ o k- o ) . . .
co najwyzej réowny ordy(1 — pf) dla ¢, = —, bo p; ¢ X z zalozenia. Kongruencja
1) dla i takiego, ze ¢; = 4 pociaga, ze 1 —pf=2 € X'. Zatem 1 — pF=2 € \, wiec
gdyby p; nalezato do A\, to 1 € A. Sprzecznosé, bo A jest ideatem wlasciwym. [
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Whiosek 3.3.13. Niech k =2 i niech N = p bedzie liczbg pierwszg. Niech nowa
forma wlasna f € Sp(To(N))™™ oraz forma wilasna E = [p|TEy € E(To(N))
spetniajq kongruencje

an(f) = an(E) (mod X")
dla kazdego n > 0, gdzie A C Oy jest ideatem maksymalnym oraz v > 0. Wowczas

pEA

Dowdd. Zauwazmy, ze z kongruencji z zatozenia dla n = 0 oraz Wniosku [3.1.21
otrzymujemy

1
——(1=p))>r>1
ordx( 24( P)>_?"_,

wiec 1 — p € A, co implikuje, ze p & A. H

Uwaga 3.3.14. Jesli N jest iloczynem wigkszej liczby czynnikow pierwszych, to
moze sie zdarzy¢, ze N € A\. Mozna podaé¢ odpowiedni przyktad dla N =5 - 31,
gdy pewna nowa forma wlasna f przystaje do szeregu [5]7[31]" F2 modulo 5. Na
mocy kongruencji (3.17), gdy E = [p1] o... o [p]“Ey przystaje do nowej formy
wlasnej f, to p; ¢ A oile ¢, = +. W Tabeli zostaly zebrane przyktady takich
kongruencji dla wag k£ = 2,4. Opis notacji jest podany w podrozdziale [3.6

N | N | Nt | k|{|m|forma| X\ |r|el|f|d
1 102 2 5l |42 |1 fi AM|21211] 2
2 | 102 6 17 (4121 fi A |11 (1]1
3 | 102 2 51 |4 12| 1 fi M1 1[1] 2
4 | 102 2 51 |42 |1 fi M1 1[1]1
5 | 102 6 17 (4131 fi M1 [1]1
6 | 679 | 97 7 2|71 2 fi AM |21 1]14
7 | 745 | 149 ) 2|15 2 fi AM2(1(1)14
8 | 995 | 199 5) 215| 2 fi A [2(1[1]19
9 | 1010 | 101 10 |2]5] 2 fi M (21 1]7
10 | 1010 | 1 1010 | 2 | 5| 2 fi M |21 1] 7

Tabela 3.1: ay(f}) = an(By-+) (mod X), 0> 0, f; € Sy(To(N))™™, €| N

3.4 Kongruencje - szczegdlne przypadki

W poprzednim podrozdziale oméwilismy ograniczenie wyktadnika r kongruencji
(3.15) w ogdlnej sytuacji. W tej czedci przedstawiamy doktadniejszy opis kongru-
encji postaci , gdy cialo Ky nowej formy wlasnej f jest rowne Q. Stosujac
podane w podrozdziale twierdzenia ograniczamy zbiér ideatéow \ wystepujacych
w kongruencji do skoniczonego zbioru {27, 37,57, 77}. Dla pozioméw N,
ktore sa liczbami pierwszymi lub iloczynami dwéch réznych liczb pierwszych
podajemy doktadniejszg charakteryzacje kongruencji postaci przy zatozeniu
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K; = Q. Gléwnymi wynikami tego podrozdziatu sa Twierdzenia [3.4.51[3.4.8| Na
koniec, w Uwadze przytaczamy przyktady kongruencji (3.15), gdzie Ky = Q
oraz poziom N jest iloczynem wigcej niz dwoch czynnikow pierwszych.

Twierdzenie 3.4.1 ([Kat81, Theorem 2|). Niech E bedzie krzywq eliptyczng nad
ctatem liczbowym K oraz niech m > 2 bedzie liczbg catkowitq. Dla dowolnego
ideatu maksymalnego X w O, dla ktorego krzywa E ma dobrg redukcje, oznaczmy
przez N () liczbe punktéw O /A-wymiernych na E modulo X. Jesli zachodzi

N(X) =0 (mod m)

dla )\ ze zbioru idealow pierwszych o gestosci 1, wowczas istnieje krzywa E' nad
K, ktora jest K-izogeniczna z E oraz taka, ze liczba punktow torsyjnych w E'(K)
jest podzielna przez m.

Twierdzenie 3.4.2 ([Miy73]). Niech E bedzie krzywq eliptyczng nad Q o przewod-
niku p, ktory jest liczbg pierwszq. Zalozmy, ze grupa punktow torsyjnych T w E(Q)
ma rzqd wiekszy niz 2. Wowczas p € {11,17,19,37} i istnieje tylko skoriczona
lista krzywych E o tak zadanych wlasnosciach.

(i) Jeslip =11, toT = Z/57.

(ii) Jedlip =17, to T = ZJAZ lub T = (Z/27)?.
(iii) Jeslip =19, to T = 7/3Z.
(iv) Jeslip =37, toT = 7Z/3Z.

Uwaga 3.4.3. Jesli F jest krzywa eliptyczna o przewodniku pierwszym p, to
p > 11. W takim razie kazda taka krzywa ma dobrg redukcje modulo 2. Na mocy
nieréwnosci Hassego dla krzywych eliptycznych [Sil86, V,Theorem 1.1] zachodzi
wtedy nieréwnosé

|E(Fy)| < 5.

Odwzorowanie redukcji F(Q) — E(F2) jest injektywne po ograniczeniu do punk-
téw m-torsyjnych jesli 2 4 m. Zatem grupa punktéw torsyjnych 7' ma rzad
|T| =2™-s, gdzie s € {1,3,5} na mocy nieréwnosci Hassego. Dow6d Twierdzenia
polega na sprawdzeniu, ktére przypadki grupy torsyjnej sa dopuszczalne i
dla jakich krzywych eliptycznych. Zauwazmy, ze twierdzenie to nie wymaga wyko-
rzystania klasyfikacji wymiernych punktéw torsyjnych na krzywych eliptycznych
podanej przez B. Mazura w pracy [Maz77].

Twierdzenie 3.4.4 ([Set75, Theorem 2|). Niech E bedzie krzywq eliptyczng nad
Q o przewodniku p, ktory jest liczbg pierwszq. Jesli p > 17 oraz grupa punktow
torsyjnych w E(Q) jest rzedu 2, to p = u®>+64, gdzie u jest pewng liczbg nieparzystq.
Z doktadnoscig do izogenii istnieje dokiadnie jedna taka krzywa dla danego p i
jest to krzywa zadana rownaniem

y? = 2® + ur? — 16.
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Jestedmy teraz gotowi do sklasyfikowania wszystkich kongruencji postaci (i3.15))
w sytuacji, gdy N = p jest liczbg pierwsza oraz Ky = Q dla nowej formy wlasnej f
oraz k = 2. Na mocy Twierdzenia[3.1.19|przestrzen E(Iy(N)) jest jednowymiarowa

i generowana przez nowa forme wlasna [p|™ Es. Dla £ > 2 otrzymujemy skoriczong

liste kongruencji typu (3.15)).

Twierdzenie 3.4.5. Niech p bedzie liczbg pierwszq. Niech f € Sa(Lo(p))™e" bedzie
nowq formqg wtasng o wymiernych wspotczynnikach Fouriera. Niech £ bedzie liczbg
pierwszq takq, ze dla pewnego r > 0

an(f) = an([p]"E2) (mod (")
zachodzi dla kazdego n > 0. Wowczas spelniony jest jeden z warunkow
(1) £=3,r=11ip=19 lub p =37,
(2) £=5r=1ip=11,
(3) 6=2,r=1ip=17,
(4) £ =2,r=11ip=u?+ 64, gdzie u liczbg calkowitq nieparzystq.

Dowdd. Forma f ma wspétezynniki Fouriera nalezace do Z na mocy [DS05,
Theorem 6.5.1]. Ponadto dla liczby pierwszej ¢ # p z kongruencji odczytujemy, ze

aq,(f) =14 ¢ (mod (7).

Z forma modularng f stowarzyszona jest krzywa eliptyczna E nad Q o przewodniku
p taka, ze jesli g jest liczba pierwsza dobrej redukcji dla E, to a,(f) = ¢+1—|E(F,)],
por. [Cre97, Chapter 11, §2.6]. Wéwczas mamy

|E(F,)| =0 (mod (7).

Na mocy Twierdzenia istnieje krzywa E’ izogeniczna z E nad Q taka, ze E'(Q)
zawiera punkt (" torsyjny. Wéwczas na mocy Twierdzenia oraz Twierdzenia
liczba (" nalezy do zbioru {2,3,4,5}.

Przypadek (" = 5: Na mocy Twierdzenia [3.4.2 punkt (i) otrzymujemy, ze p = 11.
Przestrzen Sa(To(11)) jest wymiaru 1 i jest generowana przez nowa forme wtasng

f=q-2¢-¢+2¢" +¢"+2¢"+ ...

Szereg [11]7 Ey ma rozwiniecie

5
[11]+E2:E+q+3q2+4q3+7q4—|—6q5+12q6+...

Stata Sturma z Twierdzenia [3.5.1] wynosi w tym przypadku 2, wiec poréwnujac
wspotezynniki obu form tatwo zauwazy¢, ze przystaja do siebie modulo 5 dla
n < 2, zatem na mocy Twierdzenia kongruencje

an(f) = a,([11]TEy) (mod 5)
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zachodza dla kazdego n > 0.

Przypadek ¢" = 3: Na mocy Twierdzenia punkt (iii) oraz (iv) otrzymujemy,
ze p =19 lub p = 37. Dla p = 19 przestrzent S2(I'y(19)) jest jednowymiarowa i
generowana przez nowg forme wtasng

f=q-2¢"-2¢"+3¢" —q¢"+ ¢ +3¢" +. ..
Poréwnujemy ja z szeregiem
[19]F By = 3/44+q+3¢ +4¢3+7¢" +6¢° +12¢° +8¢" +15¢° +13¢° +18¢'°+12¢" +. ..

Stata Sturma wynosi 10/3, wiec poréwnujac wspdtezynniki modulo 3 dla n < 3
otrzymujemy

an(f) = a,([19]T E) (mod 3)

dla kazdego n > 0.
Gdy p = 37 przestrzen S»(I'g(37)) ma wymiar 2 i jest generowana przez dwie
nowe formy wtasne f; i fo

fi=q—2¢" =3¢ +2¢" —2¢° + 6¢° — ¢" + 6¢° + 4¢"° — 5g"" + ...
fo=q+ ¢ —2¢" —q¢" —2¢° + 3¢ + ...

Poréwnujemy obie formy z szeregiem
37" Ey = 3/2+¢+3¢°+4¢°+7¢"+6¢°+12¢°+8¢"+15¢° +13¢"+18¢"°+12¢" +. ..

Stala Sturma wynosi w tym przypadku 19/3. Poréwnanie wspotczynnikéw modulo
3 dla n < 6 wskazuje, ze tylko forma f, przystaje do [37]" F2 modulo 3.

Przypadek (" = 27: W tym przypadku albo p = 17, albo p = u?+ 64 dla pewnego
u. Pierwszy przypadek redukuje sie do sprawdzenia, ze nowa forma wtasna f,
ktora generuje Sy(I'o(17))

f=a—¢—¢" =20 +4¢" +3¢° =3¢ +2¢"° + ..
przystaje do
[17)"Ey = 2/3 4+ q+3¢* +4¢> + 7¢* + 6¢° +12¢° +8¢" 4+ 15¢° + 13¢” + 18¢™° + . ..
tylko modulo 2. Stata Sturma wynosi w tym przypadku 3. O]

Uwaga 3.4.6. Istnienie nieskoniczonego ciggu liczb pierwszych postaci u? + 64
jest problemem otwartym. Na podstawie obliczen numerycznych mozemy wskazac
poziomy p = u? + 64, dla ktérych pewna nowa forma wiasna przystaje do szeregu
[p]* Ey modulo 2. Zachodzi to na przyktad dla

p = 113,353,593, 1153, 2273, 3089, 3313, 4289, 5393, 9473.

Jesli zatozymy, ze poziom N nie jest liczba pierwsza, to najprostsza metoda
uzyskania odpowiedzi, dla jakich A i r zachodza kongruencje (3.15)) dla K; = Q

jest zastosowanie ponizszego twierdzenia, udowodnionego przez B. Mazura.
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Twierdzenie 3.4.7 ([Maz77, Theorem 8|). Niech E bedzie krzywg eliptyczng
okreslong nad Q. Niech T bedzie podgrupg punktow torsyjnych w grupie Mordella-
Weila E(Q). Wéwczas T jest izomorficzna z

(i) Z/nZ dla pewnego 1 < n < 10, albo n =12, albo

(ii) 7/27 & Z./]2nZ., gdzie n < 4.
Dla dowolnego N wolnego od kwadratéw otrzymujemy, ze A" = ¢"Z w kongruencji
(3.15) musi spelnia¢ warunek ¢" € {2,3,4,5,7,8,9}. Gdy N = pq jest iloczynem
dwdéch réznych liczb pierwszych p, g, to mozemy wykluczy¢ istnienie kongruencji
(3.15) spelniajacych " € {8,9}. Gdy N jest iloczynem wiecej niz dwéch czynnikéw
pierwszych, to w Uwadze [3.4.9 wskazujemy przyktady kongruencji spetniajacych
warunek (" € {8,9}.

Twierdzenie 3.4.8. Niech p,q bedqg réznymi liczbami pierwszymi. Niech f €
Sa2(To(pq))™e™ bedzie nowq formg wlasng o wymiernych wspétczynnikach Fouriera.
Niech E bedzie formg wlasng z E3(To(pq)). Niech € bedzie liczbg pierwszq takq, Ze
dla pewnego r > 0 kongruencja

an(f) = an(E) (mod (")
zachodzi dla kazdego n > 0. Wowczas spetniony jest jeden z warunkow
(1) I" €{2,3,4,5},
(2) (" =71iFE =[13]"[2]TE;.

Dowdd. Stosujgc argumentacje z poczatku dowodu Twierdzenia dochodzimy
do wniosku, ze krzywa eliptyczna F stowarzyszona z forma f spetnia

|F(Fy)| =0 (mod £7)

dla dowolnej liczby pierwszej s dobrej redukcji. Z Twierdzenia wynika, ze
istnieje krzywa F' izogeniczna z F nad Q, ktéra posiada wymierny punkt £
torsyjny. Na mocy Twierdzenia liczba (" nalezy do zbioru {2, 3,4,5,6,7,8,9}.
Jesli 07 € {8,9}, to stosujac [Sad14, Theorem 3.7, 3.8] dostajemy N = 6, ale
przestrzen Sy(I'y(6)) ma wymiar zero.

Jesli " = 7, to [Sad14l Theorem 3.6] implikuje, ze N = 26. Przestrzen Sy(I(26))""
jest dwuwymiarowa i rozpinaja ja nowe formy wtasne fi, fo o rozwinieciach Fo-
uriera

fi=a—+ @+ =3¢ " —d" =" —2¢" +3¢"" + 6¢"" + ...
o=a+d =3¢+ =" =3¢+ +¢" +6¢" —¢'° —2¢" + ..
Przestrzen £ (T'y(26)) ma baze ztozona z 3 form wlasnych [2]7[13]" Es, [13]7[2]T E:
i [2]T[13]T Ey. Zauwazmy, ze na mocy Lematu [3.1.18
as([2]7[13]7 Ey) = 2,
ax([13]"[2] " Ep) = 1,
GQ([2]+[13]+E2) =1.
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Stata Sturma B z Twierdzenia wynosi 7. Sprawdzamy, ze forma fy przystaje
do E = [13]7[2]T E; modulo 7. Forma f; przystaje do szeregu Eisensteina F =
[2]7[13]" B, modulo 3 i nie przystaje modulo 7 do zadnego z podanych szeregéw
FEisensteina. O

Uwaga 3.4.9. Jesli rozwazamy przypadek, gdy poziom N ma wigcej niz dwa
czynniki pierwsze, to istniejg nowe formy wtasne przystajace do szeregow Eisen-
steina modulo ¢", gdzie ¢" € {8,9}. Przyktady takich form sa podane w Tabelach
3.3

N | N~ | Nt | forma
4 17 | 42 | fo
1482 1 1482 fi2
1482 | 19 | 78 | fu
1554 | 1 | 1554 | fus
1554 | 37 | 42 | fus

O | W N~

Tabela 3.2: a,(f;) = a,(En- n+) (mod 2%), n >0, f; € So(To(N))me™

N | N~ | Nt | forma
102 | 17 | 6 7s
210 | 7 | 30 | /s
690 | 23 30 fi1
930 | 31 30 fis
1974 | 329 6 fo
2074 97 | 42 | S
4074 1 | 4074 fi2
4290 | 1 4290 | fao

QO | OO = | W N+~

Tabela 3.3: a,(f;) = an(En- n+) (mod 3%), n >0, f; € So(Lo(N))me”

3.5 Algorytmy

W tym podrozdziale przedstawiamy teoretyczny opis algorytmow, ktére zosta-
ty zaimplementowane przez autora w celu poszukiwania kongruencji pomiedzy
formami parabolicznymi i szeregami Eisensteina. W podrozdziale zostang
zaprezentowane szczegdly technicznie dotyczace samych obliczen oraz tabele z
podsumowaniem przeprowadzonych rachunkow.

3.5.1 Algorytm Sturma

Twierdzenie 3.5.1 ([Ste07, Corollary 9.19]). Niech bedg ustalone liczby naturalne
k> 214N > 0. Niech dane bedg dwie formy modularne f,g € My(T'), gdzie T jest
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grupg kongruencyjng poziomu N. Zatoimy, ze formy f i g majg q-rozwiniecia,
ktorych wspotczynniki nalezg do pierscienia Ok liczb algebraicznych catkowitych
ustalonego ciata liczbowego K. Definiujemy statg B = 2 gdzie m = [I'(1) : T7.
Niech \ bedzie ideatem maksymalnym w Ok. Jesli dla 0 < n < B zachodzq
kongruencje

an(f) = a(g) mod A, (3.18)
to kongruencje zachodzq dla kazdego n > 0.

Stalg B z Twierdzenia nazywamy statg Sturma.

Ponizsze twierdzenie jest modyfikacja [CKR10), Proposition 1] zaadoptowana
przez autora rozprawy na potrzeby kongruencji pomiedzy formami parabolicznymi
i szeregami Eisensteina.

Twierdzenie 3.5.2. Niech pi,...,p; bedqg rozinymi liczbami pierwszymi oraz
niech k > 2 bedzie liczbg naturalng parzystqg. Niech N = py - ... p, oraz niech
f € Sp(To(N))™™ bedzie nowq formqg wlasng. Ustalamy r naturalne oraz ide-
at maksymalny X w Oy. Niech E bedzie formq wilasng z E(T'o(N)). Jesli dla
n < k(IL(p; +1))/12 zachodzi

an(f) = an(E) mod N, (3.19)
to wowczas kongruencje sq prawdziwe dla dowolnego n > 0.

Dowdd. Oznaczmy przez B liczbe k(IT;(p;+1))/12. Niech ¢ bedzie charakterystyka
ciata reszt O;/\. Ponadto oznaczmy przez m mianownik utamka

t

_ 8 | | 1 — ph
2k ( pl )7

i=1

jesli ag(F) # 0. W przeciwnym przypadku ktadziemy m = 1. Z zalozen wynika, ze
¢t m oraz wspdtezynniki formy mFE naleza do Z. Zauwazmy, ze [I'(1) : To(N)] =
[L;(1+p;) istata B jest stala Sturma z Twierdzenia . Jesli dla r = 1 oraz dla
0 < n < B zachodza kongruencje

an(mf) = a,(mFE) (mod \),

to z Twierdzenia [3.5.1| wnioskujemy, ze kongruencje zachodza dla n > 0. Skoro
m & A, to réwniez a,(f) = a,(F) (mod \) dla n > 0.

Zatozmy teraz, ze r > 1. Przeprowadzimy dowdd przez indukcje wzgledem r.
Zalézmy wiec, ze spelnione sa kongruencje a,(f) = a,(F) (mod \"7!) dla n > 0.
Niech a,(f) = a,(F) (mod A\") dla 0 < n < B. Ustalamy liczbe algebraiczna
T € A\ A2, Wowczas funkcja = (f — E) nalezy do My(To(N)) i jej wspotezyn-
niki Fouriera naleza do lokalizacji (Of), pierscienia O; w ideale A\. Na mocy
twierdzenia Shimury [Shi71ll Theorem 3.52] przestrzen liniowa Si(I'g(N)) ma
baze liniowa sktadajaca sie z form o wspotczynnikach Fouriera nalezacych do Z.
Podobnie przestrzen liniowa & (I'o(/N)) ma taka baze¢ na mocy Twierdzenia
i Twierdzenia . Zatem forma %( f — E) jest skonczona kombinacja liniowa
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>y aif; form f; o wspélezynnikach catkowitych, gdzie o; € (Oy),. To pociaga,
ze istnieje o € Oy \ A takie, ze forma —%+(f — ) ma wspétczynniki w Oy. Dla
0 < n < B zachodza kongruencje

(07
-1

(f —E)=0 (mod \).
7-(—""
Na mocy Twierdzenia zachodza one dla n > 0, ale to oznacza, ze a(f — FE) =
0 (mod A") dla n > 0 i skoro a ¢ A, to zachodzi teza indukcyjna.

[l

Lemat 3.5.3. Przy zalozZeniach z poprzedniego twierdzenia jesli dla dowolnej
liczby pierwszej n = q takiej, Ze

¢ < k(I[(pi +1))/12

)

zachodzi kongruencija
an(f) = an(E) mod N, (3.20)

to wéwczas kongruencja jest spetniona dla dowolnego n > 0.

Dowdd. Formy f oraz E sa formami wlasnymi wzgledem algebry Heckego Ty .
Ponadto dla obu zachodzi réwnos¢ a;(f) =1 = a1 (F). Z definicji formy wlasnej
i operatora Heckego a,m(f) = an(f)an(f) dla (n,m) = 1 i analogicznie dla E.
Wystarczy zatem sprawdzi¢ kongruencje dla wspotczynnikow o indeksach ¢, gdzie
q pierwsze 1 ¢ < k(I;(p; + 1))/12. Dla kazdego m istnieje wielomian P, , € Z[x]
taki, ze agm (f) = P g(aq(f)) iréwniez agm(E) = Py 4(aq(E)). Zatem jesli a,(f) =
aq,(E) (mod "), to wykonujac standardowe operacje wielomianowe na kongruencji
uzyskujemy P, ,(a,(f)) = P 4(a,(E)) (mod A"). Sprawdzajac kongruencje dla
wszystkich ¢ < k(IT;(p; + 1))/12 dochodzimy do wniosku, ze kongruencja jest
prawdziwa dla wszystkich n naturalnych speiajacych n < k(I1;(p; +1))/12, wigc
na mocy Twierdzenia kongruencje zachodza dla n > 0. O

3.5.2 Poszukiwanie kongruencji - algorytm

Algorytm 1:

Opis algorytmu: Wskazuje jaka moze by¢ charakterystyka ciata reszt ideatu pierw-
szego A, dla ktérego moze istnie¢ kongruencja postaci a,(f) = a,(E) (mod \")
pomiedzy nowa forma wlasna f i formg wlasna E € &.(Tg(N)), gdzie N jest
wolne od kwadratow, k > 2 oraz r > 0.

Wejscie: k > 2 liczba parzysta, t > 1 liczba naturalna, (p1,...,p;) ciag réznych
liczb pierwszych, ciag (ey,...,€) symboli ¢ € {+, —}

Kroki algorytmu

(1) Jesli k > 2ie = ... = ¢ = +, to zwr6¢ na wyjscie czynniki pierw-
sze wystepujace w liczniku wyrazenia —% [1:(1 — p;). Przejdz do konca
algorytmu.
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(2) Jedli k = 2 oraz ¢; = — dla pewnego i, to zwr6¢ na wyjscie te dzielniki
pierwsze { liczby (1 — pj), ktére spetiaja € | (1 —pf) dla j # i, ¢ = —
Przejdz do konca algorytmu.

(3) Jesli k > 2 oraz ¢; = — dla pewnego i, to zwré¢ na wyjscie te dzielniki
pierwsze ¢ liczby (1 — pF), ktére spehiaja £ | (1 —p?) dla j # i, ¢; = — oraz
01— pf_Q) dla j # i, €; = +. PrzejdZ do koiica algorytmu.

Wy jécie: Ciag liczb pierwszych ({1, ..., ¢;) spetniajacych warunek: gdy a,(f) =
an(E) (mod A\") dla r > 0, to #(Of/N) € {1,...,¢;}. Uwaga: lista moze by¢
pusta, tj. 7 = 0.

Poprawno$¢ algorytmu: Zauwazmy, ze tacznie trzy przypadki obejmujg wszyst-
kie mozliwosci dla k > 2 i dowolnej formy wlasnej E € E,(To(N), gdzie N jest
wolne od kwadratéw. Poprawno$é algorytmu jest konsekwencja Wniosku [3.3.12]
Wniosku oraz definicji ag(E), gdy E = [p1|T o... o [p]T Es.

Algorytm 2:

Opis algorytmu: Dla ustalonej liczby k > 2 parzystej, N wolnego od kwadratow,
ustalonego ¢ pierwszego oraz formy wtasnej E € &E(T'¢(N)), algorytm spraw-
dza, ktére nowe formy witasne f € Si(I'o(N)) spetniaja kongruencje a,(f) =
a,(E) (mod A\"), n > 0 dla pewnego A i maksymalnego mozliwego r, £ € \ oraz
r > 0.

Wejscie: k > 2 liczba parzysta, N > 1 liczba naturalna wolna od kwadratéw, ¢
liczba pierwsza oraz E € & (I'o(N)) forma wlasna.

Kroki algorytmu

(0) Sprawdz czy ao(E) = 0. Jesli tak, przejdz do Kroku 1. Jedli nie, sprawdz
czy £ dzieli licznik ag(FE). Jedli tak, przejdz do Kroku 1. Jedli nie, zakonicz
algorytm.

(1) Wyznacz roztaczne zbiory C; nowych form wlasnych w S,(Io(IV))*V takie,
ze dowolne dwa elementy z C; sa Galois sprzezone.

(2) Dla kazdego zbioru C; wybierz jeden jego element i utworz zbior Fi j tak
wybranych elementéw.

(3) Oblicz statg Sturma B = (k/12)[I'(1) : [o(N)].

(4) Dla kazdego elementu f € Fy; wyznacz ciato liczbowe K rozwiniecia
Fouriera formy f.

(5) Dla kazdego elementu f € Fyj utworz zbiér S, sktadajacy si¢ z ideatéw
maksymalnych wchodzacych w rozktad na czynniki pierwsze ideatu (0.
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(6) Dla kazdego elementu f € Fiy i kazdego A € Sy ¢ oblicz
ry = min {ordy (a,(f) — a,(E)) | ¢ < B}

Minimum przebiega po liczbach pierwszych q. Zwrdé na wyjscie trojke
(f,\,ry) oilery, > 0.

Wyjscie: Ciag tréjek postaci (f, A, r) spelniajacych warunek:
a,(f) = a,(E) (mod \").

dla n > 0. Uwaga: lista moze by¢ pusta.

Poprawno$é algorytmu: W Kroku 0 sprawdzamy czy kongruencja moze w
ogodle istnie¢. Krok 1 jest wykonalny, poniewaz zbior nowych form wlasnych jest
skoriczony dla danego poziomu N i wagi k oraz kazda forme mozna reprezentowaé
w sposob skonczony. Wyznaczona w Kroku 6 liczba ry spelia warunki wyjsciowe
ze wzgledu na Lemat [3.5.3] Stala B podana w algorytmie jest rowna stalej z
Lematu [3.5.3] poniewaz N jest wolne od kwadratow.

3.6 Dane numeryczne

Autor rozprawy w pracy [Nasl4] rozpoczal zbieranie danych numerycznych do-
tyczacych kongruencji miedzy formami parabolicznymi a szeregami Eisensteina.
W pracy [Nasl4] przedstawione sg wyniki numerycznego badania kongruencji dla
pozioméw N bedacych liczbami pierwszymi oraz dla szeregu Eisensteina [N]* FEj,
gdzie waga k zmieniata sie w zakresie 2 < k < 24. Celem niniejszego podrozdziatu
jest omowienie wynikéw obliczen przeprowadzonych dla pozioméw N wolnych
od kwadratéw i dla wag k w zakresach ujetych w Tabeli 3.4 Gléwnym zasobem
obliczeniowym byt klaster Gauss na uniwersytecie w Luksemburgu. Podczas przy-
gotowywania tej rozprawy dostepu do niego uzyczyt Gabor Wiese. Komputer
posiada 20 jednostek CPU typu Intel(R) Xeon(R) CPU ET7- 4850 @ 2.00GHz
oraz okoto 200 GB pamigci RAM. Przeprowadzone obliczenia wykorzystywaly
pakiet numeryczny MAGMA [BCP97] oraz zestaw instrukcji MONTES [GMNI12]
znaczaco poprawiajacy wydajnosé obliczen na ciatach liczbowych, w stosunku do
oryginalnej implementacji w pakiecie MAGMA.

k 2 4 6 8 | 10 | 12 |14 |16 | 18|20 |22 | 24
N < (4559|922 (302|202 193102949494 |94 |94 |94

Tabela 3.4: Waga k i maksymalny zakres poziomu N.

Podstawowy sposob zbierania danych polegal na konsekwentnym przeprowa-
dzaniu obliczen opisanych w Algorytmach 1 i 2 z podrozdziatu [3.5.2] Wyniki
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zostaly skatalogowane w formie plikéw tekstowych, a nastepnie umieszczone w
interaktywnej bazie danych opartej na systemie PostgreSQL 9.1.9. Zawartosé¢ bazy
zostanie udostepniona przez autora na zyczenie.

Opis danych zawartych w tabelach. Zaprezentowane dane dotycza nastepu-
jacej sytuacji. Dana jest nowa forma wtasna f; € Sp(I'o(N))™V, gdzie k > 2 oraz
N jest wolne od kwadratow. Niech N = p; - ... p; dla pewnego t > 0, gdzie
p; sa roznymi liczbami pierwszymi. Niech dane beda N™ = [I;_; ¢; | N oraz
Nt = N/N~, gdzie ¢; sa liczbami pierwszymi. Szereg

EN—,N+ = [ql]el 0...0 [qt]etEk

jest forma wtasng nalezaca do przestrzeni E(I'g(N)). Dany jest ideal maksymalny
A C Oy oraz pewna liczba dodatnia r > 0. Wiersze w przedstawionych tabelach
opisuja kongruencje

an(fi) = an(En- n+) (mod \") (3.21)

zachodzace dla wszystkich n > 0. Niech ¢ oznacza charakterystyke ciala F = Oy /A,
natomiast f jest liczba [F : IFy]. Liczba d oznacza stopien [K7y, : Q]. Liczba e jest
réwna ordy(¢). Liczba m jest maksimum po s, dla ktérych jednoczesnie zachodza
kongruencje

ap, (fi) = ap,(Ex- n+) (mod £7), 1 <5 <H,

ao(fi) = ao(En- n+) (mod £7).

Zauwazmy, ze m jest zalezne od wyboru N, N*, N~, f;, Ex- y+ oraz A. Gérnym
ograniczeniem na wyktadnik kongruencji r jest m - e. Ponadto liczba ta moze by¢
mniejsza niz gérne ograniczenie podane we Wnioskach [3.3.11]

Numeracja nowych form wlasnych w Si(I'g(N)) jest oparta na algorytmie sorto-
wania stosowanym w [Cre97, Chapter IV]. Szczegoty algorytmu zostaly opisane
w podreczniku uzytkownika pakietu MAGMA dostepnym onlineﬂ Numeracja
idealéw maksymalnych w rozkltadzie ¢Oy, zostala opisana w dokumentacji pakietu
MONTESﬂ W kolumnie nazwanej ,forma” stosowa¢ bedziemy ustalong numeracje
nowych form wtasnych: jesli ¢ jest numerem, ktéry zwraca algorytm, w tabeli
umiescimy symbol f;. W kolumnie oznaczonej przez \ stosujemy notacje \;, gdzie
1 jest numerem ideatu zwracanym przez algorytm, zgodnie z numeracja stosowana
w pakiecie Montes.

Przyklad 3.6.1. W Tabeli [3.5| zaprezentowany zostal przyktadowy wiersz da-
nych. Mozna z niego odczytaé, ze forma f; € Sa(I'o(2651)) przystaje do szeregu
Eisensteina E1 2651 modulo Af. Ideal \; ma charakterystyke ciala reszt réwna 5 i
jest rozgateziony, stopien rozgatezienia e = 2. Ponadto stopien ciata liczbowego
K¢ nad Q wynosi 35 i cialo reszt Of/\; = F5. Gérne teoretyczne ograniczenie na
wyktadnik r jest réwne m - e = 4, lecz kongruencja zachodzi tylko dla r = 2.

W dalszym ciggu prezentujemy czes¢é nowych wynikéw obliczen numerycznych.
Dane zapisane w Tabeli zostaly wybrane w taki sposob, aby kazdej parze

"http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/handbook/text/1545
’http://www-mad.upc.edu/~guardia/MontesAlgorithm.html


http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/handbook/text/1545
http://www-ma4.upc.edu/~guardia/MontesAlgorithm.html
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N | N | Nt |k|/¢|m|forma| X |r|e| f]| d
2651 1 12651 2|5 2 fi AM[2(211]35

Tabela 3.5: Przyktadowy wiersz danych

(r, ) przyporzadkowaé jedna kongruencje, dla ktérej wartosé r jest maksymalna
mozliwa w calym zakresie danych ustalonym w Tabeli 3.4 Wybér k jest losowy
jesli do dyspozycji byto wiecej kongruencji dla ustalonej pary (r, ¢). Ponadto dane
sg posortowane malejaco ze wzgledu na warto$é¢ r. W Tabeli znalazty sie
dane dotyczace kongruencji, ktore spelniajag warunek N— = 1. Ponadto wybor
kongruencji byt podyktowany tym, aby w ¢-tym wierszu znalazta sie kongruencja
spetniajaca d > 10¢ przy najmniejszym mozliwym N. Wszystkie wartosci N
podane w tej tabeli sa liczbami pierwszymi.

N [N | Nt | k| ¢ |m|forma| X |r|e|f]| d
1 2 2 1 22| 2 |10 fi A 811 1
2 | 2159 | 127 | 17 212 |7 fi M| 711111 56
3 78 78 1 812 | 3 fi AM|612[1] 2
4 34 2 17 {10 2 | 4 fi M| D21 2
5 | 1459 | 1 | 1459 | 2 | 3 | 5 fi A | DB 1] 71
6 94 2 47 18| 2 | 7 fi A | 41111 18
7 | 146 2 73 6 | 3| 2 fi M l4]2[1] 9
8 78 2 39 |22 2] 3 fi M|I3|1[1] 5
9 | 163 1 163 | 10| 3 | 4 fi M| 3111 62
10 | 443 | 443 1 4 |5 | 4 fi A | 311111 60
111373 1 [ 1373 2 | 7 | 3 fi A | 311111 60
12 12663 | 1 |2663| 2 |11 | 3 fi Ao | 3111132
13 ] 239 | 239 1 4 |13 1] 4 fi M |31 1] 37

Tabela 3.6: Kongruencje spetniajace r > 2 i m > 1, po jednej na pare (r, /)

3.7 Wnioski z danych i przyklady kongruencji

W podrozdziale [3.5| przedstawilismy algorytmy do znajdowania kongruencji postaci
(3.21]). Omoéwienie danych numerycznych z podrozdziatu wymaga dalszego
rozwiniecia, co jest celem niniejszego podrozdziatu. W paragrafie omawiamy
wyniki zawarte w pracy [Nasl4] autora rozprawy. Szczegétowo omawiamy kilka
wybranych przyktadéw kongruencji. W paragrafie |3.7.2| opisujemy nowe wyniki,
uzyskane po opublikowaniu pracy [Nasl4]. Zakres przebadanych wag i pozioméw
znaczaco wykracza poza material opublikowany w pracy [Nasl4], patrz Tabela
[3.4] Przedstawiamy w paragrafie te wnioski ptyngce z zebranych danych
numerycznych, ktéore w odczuciu autora rozprawy wydaja sie by¢ interesujace.
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N N[Nt | k| /¢ |mi|forma| X |[r|el|f| d
1] 31 | 31 1 10 5 | 2 fi A 1]21]13
2 | 33 11 3 1211 ] 2 fi M[1]2[1]6
3| 33 11 3 1211 ] 2 fi MI[I1]2[1]5
4 1 35 ) 7 6 | 5| 2 fi M1 2(1] 2
513 5 | 7161512 /i [ Mm(1|2]1]4
6 | 35 | 35 1 81 5 | 2 fi N |1]2]1]5
71 35 | 35 1 |12 5| 2 fi A3 | 1]21] 4
8 | 35 | 35 1 |12 5| 2 fi A 1]2[1]6
00135 [ 5 | 7 [14]5]2] fi [xl1]2/1]6
1003 | 5 | 7 |14]5 ]2 fi |xl1]2/1]38
111 35 | 35 1 [16| 5 | 2 fi A 23 1] 7
121 35 | 35 1 |16] 5 | 2 fi M|1]121119
131 35 | 35 1 16| 5 | 2 fi A3 2131119
14 | 55 5 11 (12| 5 | 2 fi AN | 1]2]1]11
15| 55 5! 11 |12 | 5 | 2 fi M [1]2]1] 8
61799 16712 fi IM[1]2/1]19
17179 | 79 1 1121712 fi AM[1]211]33
18 | 101 | 101 1 4 1 5 | 2 fi M1 3[1]9
19 | 101 | 101 1 81 5 | 2 fi A | 1131126
20 | 101 | 101 1 12 5 | 2 fi A | 1131142
21| 107 | 107 | 1 4 | 5| 2 fi AM[1]2[1]16
22107 | 107 | 1 81 5 | 2 fi AM[1]2]1]28
23 1133 | 7 19 | 8 | 71 3 fi A 1[3[1]16
24 [ 133 | 7 19 | 8 | 7] 3 fi A |13 [1]16

Tabela 3.7: Przyktadowe kongruencje spetniajace e > 1, m > 1, £ > 3

Ponadto na ich bazie mozna sformulowaé szereg przypuszczen, co do ogblnej

natury kongruencji typu (3.21)), patrz Wniosek

3.7.1 Kongruencjedla N=pik=2

Whioski z danych numerycznych sformutowane w tym podrozdziale pochodza z
pracy autora [Nasl4].

Przy zatozeniach, ze waga k = 2 i poziom N = p jest liczba pierwszg prze-
strzen Eq(T'o(NN)) jest jednowymiarowa i generowana przez forme wlasna [p]* Fs.
Asymptotycznie wymiar przestrzeni So(Io(p)) jest réwny (p+1)/12+ O(1/p) przy
p — 00. Jedli przestrzen jest generowana przez orbity Galois co najwyzej dwoch
form wtasnych, stopien ciata wspétczynnikéw moze wynosi¢ okoto (p + 1)/24.
W praktyce oznacza to, ze bardzo trudno jest wykonywac¢ obliczenia dla duzych
liczb pierwszych, spodziewajac sie rozktadu przestrzeni Sy(I'g(p)) na mata liczbe
podprzestrzeni generowanych przez nowe formy wtlasne i ich Galois sprzezone
elementy.
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N [N | Nt |k| ¢ |m|forma| X |r|e|f| d
1 131 1 131 | 2 13 1 fi AM[1]1]1] 10
2 | 311 1 311 | 2 5) 1 fi M1 1]1] 22
3 | 479 1 479 | 2| 239 | 1 fi A1 ]1]1] 32
4 1 719 1 719 1 2] 359 | 1 fi X[ 1]1]1] 45
5 | 839 1 839 [ 2| 419 | 1 fi A 1]1]1] 51
6 | 1031 1 1031 | 2 5) 1 fi M| 1171 60
7 11399 | 1 1399 | 2| 233 | 1 fi M| 1]1]1] 71
8 | 1487 | 1 1487 | 2| 743 | 1 fi AM[1]1]1] 80
9 11559 | 1 1559 | 2| 19 1 fi X[ 1171 90
10 | 1931 1 1931 | 2 ) 1 fi A1 1]1]101
11 | 2111 1 ] 21112 ) 1 fi X [ 1] 1]1]112
12 | 2351 1 23511 2 5) 2 fi A1) 1]1]123
13 | 2591 1 25912 5) 1 fi A | 1] 1]1]136
14 | 2879 1 [ 287921439 | 1 fi A 1] 1]1]148
15 | 2903 1 12903 |2 | 1451 | 1 fi X [ 11117150
16 | 2999 1 12999 | 2|1499 | 1 fi A1 1]1]161
17 13359 | 1 3359 |2 | 23 1 fi M 1111174
1813659 | 1 [3659 (2| 31 1 fi A 1171181
19 | 3671 1 |3671 ] 2 5) 1 fi A 1511193
20 | 3911 1 39111 2 5) 1 fi A 1]2]171202
21 | 4079 1 1407922039 | 1 fi X [ 1]1]1]212
22 | 4391 1 14391 |2 5) 1 fi M 1111222

Tabela 3.8: Wybrane kongruencje posortowane ze wzgledu na stopien d.

Przypadek r=mie=1

Niech p = 109 oraz o niech bedzie pierwiastkiem wielomianu z* 4 2% — 522 — 42 + 3.
Wybieramy forme f € Sa(I'o(p))™" o rozwinieciu

f=q+ad®+ 1 +4a—a®)@F + (® = 2)¢* —ag® + ...

Ciato K jest réwne Q(«) oraz pierscien liczb catkowitych Of = Z[a]. Zachodzi
réwnosé ag([109]7 Ey) = 9/2. Rozklad ideatu (3) = 30y jest postaci

(3)=(3,a0)(3,2+ a + o +a?).
Za pomoca Algorytmu 2 sprawdzamy, ze dla A = (3, @) zachodza kongruencje
an(f) = a,([109]7 Ey) (mod \?)

dla wszystkich n > 0. Ponadto ordy(ao([109]" E2)) = 2, bo ideal jest nierozgale-
ziony, wiec znaleziona kongruencja jest spelniona z maksymalnym dopuszczalnym
wyktadnikiem.
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Przypadek m >r>1ie=1

Niech p = 487. Przestrzen Sy(I'9(487))"" jest wymiaru 40 i zawiera pie¢ klas
sprzezonosci Galois nowych form wlasnych, ktére rozpinaja przestrzenie wymiaréw
2,2,3,16,17. Dla formy f zawartej w przestrzeni wtasnej wymiaru 16 zachodza
kongruencje z szeregiem [487]" Fy. Niech a bedzie pierwiastkiem wielomianu

210 — 7215 — 5™ 4 1312 — 13222 — 9772 + 16662'° + 36712°
—81912% — 721227 4+ 205712% + 69372° — 271002* — 274823
+1720722 + 3602 — 3825.

Wybieramy forme f = ¢+ ag+ ... w S3(I'0(487)). Jej ciato wspdtezynnikow
Ky = Q(a) ma stopien 16 nad Q oraz pierdcien liczb catkowitych Oy zawiera
Zla] jako podgrupe indeksu 105. Ze wzgledu na réwnosé ag([487]7 Ey) = 81/4
rozwazamy kongruencje dla idealéw pochodzacych z rozkladu

30f - )\1)\2)\3/\4.

Wyréznik pierScienia Oy jest réwny 19% - 59 - 623519211698413571686763 w rozkla-
dzie na czynniki pierwsze, wiec ideaty maksymalne \; sa nierozgatezione i rézne.
Wybieramy A\, = (3, ﬁﬁ), gdzie

B =20 + 1060 + 500" + 1120 + 1560 + 161a™ 4 392a” + 307a°
+148a7 + 12608 + 192a° + 194a* + 28003 + 27902 + 124a + 705.

Algorytm 2 pozwala nam ustali¢, ze zachodzi kongruencja miedzy f i [487]1E;
modulo A\3. Teoretyczne gérne ograniczenie m na wykltadnik kongruencji wynosi 4,
wiec m >1r > 1.

Przypadek 0 <r<e<mie>1

Niech p = 3001. Przestrzen S»(I'g(3001)) jest suma prosta trzech podprzestrzeni
wymiarow 2, 115 i 132. Podprzestrzen wymiaru 2 jest generowana przez dwie nowe
formy wtasne Galois sprzezone fi i fo

fi=q+ai® + (0 + 1)¢* + (@i — 1)g* + 204¢° + (205 + 1)¢° + -+,

gdzie v i oy s pierwiastkami wielomianu 22—z — 1. Ustalamy, ze a; = (14++/5)/2
jest dodatnim pierwiastkiem i ciato wspétezynnikéw formy fi to Ky, = Qo).
Jego pierécien liczb catkowitych Oy, = Z[ay]. Ideat 50y, jest réwny A%, gdzie

14+5
5 )

Wspdtezynnik ag([3001]"Ey) = 125 i ordy(125) = 6. Algorytm 2 pozwala nam
ustali¢, ze forma f; przystaje do [3001]" F; modulo \. Zauwazmy, ze

1++5
9

A= (5,2+

as(f1) — ax([3001]" Ey) = — 3¢\
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Duze cialo reszt

Niech p = 401. Przestrzen Sy(I'g(401)) rozklada si¢ na dwie podprzestrzenie
wymiaréw 12 i 21. Forma f = ¢ + ag® + ... generuje wraz z formami sprzezonymi
przestrzen wymiaru 21. Liczba algebraiczna « jest pierwiastkiem wielomianu

—44 + 1058x — 411122 — 2469923 + 128312 + 939342° — 143532° — 15222127
4829228 + 1320852 — 274920 — 678762 + 5192 + 216172 — 51z
—43052" + 2219 + 521217 — 352 + 2%

Cialo Ky jest rowne Q(«). Ideaty wchodzace w rozktad 5Oy sa nierozgalezione, w
szczegdlnosei ideat maksymalny A = (5, 3/8), dla ktorego

B =32+ 48a + 82a” 4 750 + 660 + 70a° + 3928 + 62a” + 50a° + 37a°
42201 + 560t + 17a'? + 20! + 160 + 260! + 3a!® + 7l + o® + .

Mozna sprawdzié¢, ze O/ = Fy5, jednak dla odwzorowania redukcji 7 : Oy —
Oy /X obraz m(Z[{a.(f)}nen]) jest podciatem F5 C Of/A. Algorytm 2 pozwala
sprawdzié, ze forma f przystaje do [401]T E; modulo A i teoretyczne ograniczenie
gérne wynosi 2 w tym przypadku, wiec r < m oraz e = 1.

W dalszej czesci podrozdziatu omawiamy kilka wnioskéw z pracy [Nas14], podsumo-
wujac przeprowadzone obliczenia dla pozioméw N bedacych liczbami pierwszymi
i wagi k = 2.

Wnhiosek 3.7.1 ([Nas14l Observation 1.3]). Niech k bedzie liczbg parzystq z prze-
dziatu 2 < k < 22. Niech p bedzie liczbg pierwszq mniejszqg niz pma(k) okreslone
ponizej.

k 2 4 6 8§ [ 10 | 12 |14 |16 |18 |20 | 22
Prmaz(k) | 1789 1397|229 | 193 | 109 | 113 | 97 | 71 | 67 | 67 | 59

Niech ¢ bedzie liczbg pierwszq wiekszq od 2 spetniajgcg nierownosé
velaol[p] E2)) > 0.

Niech f € S3(To(p))™" bedzie nowg formg wlasng, a A C Oy idealem maksymal-
nym nad ¢, rozgatezionym w £, tzn. ordy(f) = e > 1. Jesli zachodzq kongruencje

an(f) = an([p]"E>) (mod A")

dla wszystkich n > 0 i dla pewnego r > 0, tor < e.

Uwaga 3.7.2. W przebadanym zakresie podanym we wniosku sprawdzono wszyst-
kie mozliwe kongruencje pomiedzy formami f i szeregami [p]* Ey. Wniosek ten
nie jest prawdziwy dla ¢ = 2. Na przyktad, gdy p = 257 znajdujemy forme f,
ktéra przystaje do [p]™ By modulo A\°, gdzie A zawiera 2 i ordy(2) = 2. Ponadto,
gdy poziom N jest iloczynem wigkszej liczby czynnikéw pierwszych, to istnieja
przypadki, gdy wniosek réwniez nie zachodzi.
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Wnhniosek 3.7.3 ([Nasl4l, Proposition 1.6]). Istnieje liczba pierwsza p > 2 i dwie
nowe formy witasne f1, fo € S2(Lo(p)), ktore nie nalezq do tej samej orbity dziala-
nia grupy Gal(Q/Q) i spefnione sqg kongruencje

an(f1) = an([p]+E2) (mod AT")

oraz
an(f1) = an([p]" E2) (mod A7)

dla wszystkich n > 0 oraz dla pewnych 1,79 > 0. Ideaty maksymalne \y C Oy,

oraz Ay C Oy, majq te samq charakterystyke ciata reszt.

Dowod. Ktadziemy p = 353. Twierdzenie jest spetnione dla ideatéw A, Ao o
charakterystyce ciata reszt rownej 2. W tym przypadku istnieja doktadnie 3 formy,
ktore nie naleza do jednej orbity dziatania grupy Galois, ktére spetniaja teze.

Ktadziemy p = 487. Twierdzenie jest spetnione dla ideatow Aq, Ay o charakterystyce
ciala reszt rownej 3. [

Uwaga 3.7.4. Barry Mazur sformutowal w [Maz77, 11.19] hipoteze, ze powyzszy
wniosek zachodzi dla nieskonczenie wielu pozioméw p i ideatéw o charakterystyce
ciata reszt rownej 2.

Wnhiosek 3.7.5 ([Nasl4l, §5.7]). Istnieje taka liczba pierwsza p oraz nowa forma
wtasna f € S2(Lo(p)), Ze dla pewnego ideatu maksymalnego A € Oy i pewnego
r > 0 zachodzi

an(f1) = an([p)" E2) (mod \")
dla wszystkich n > 0 i Z[{an(f)}nen] € Oy.

Dowdd. Niech p = 401. W jednym z wczesniejszych paragraféw omoéwiliSmy
przyktad kongruencji pomiedzy nowa forma wtasna f € Sy(I'o(p)), dla ktérej ciato
K¢ = Q{an(f)}nen) ma stopienn 21 nad Q oraz forma Eisensteina [p]™ Es, ktéra
przystaje modulo A do f, dla idealu maksymalnego A € O; o charakterystyce
ciata reszt réwnej 5. Zachodzi réwno$¢ Ky = Q(az(f)). Ponadto mozna sprawdzic,
ze O := Z{an(f)}nen] = Zlaa(f),as(f),as(f)]. Pierscien liczb algebraicznych
catkowitych Oy ciata Ky spelnia warunek [Of : O] = 5. Zatem pierécien O jest
5-maksymalnym ordynkiem pierscienia Z[aq(f)], patrz [Nas14l, §4.1]. O

3.7.2 Kongruencje dla N wolnych od kwadratow

Dla uproszczenia formy ekspozycji wynikéw zastosujemy w tym paragrafie naste-
pujaca konwencje. Bedziemy mowili, ze zachodzi kongruencja spetniajgca warunek
W jesli dla pewnego k oraz pewnego N wolnego od kwadratéw istnieje nowa
forma wlasna f € Sp(I'o(N))*" oraz forma wlasna E € &(I'o(NN)) spekniajace
kongruencje

an(f) = a,(F) (mod \") (3.22)

dla pewnego ideatu maksymalnego A C Oy, r > 0 i dla dowolnego n > 0. Wartosci
r,d,e, f,N=,NT,{ oraz m stowarzyszone z tg kongruencjg sg okreSlone przez
warunek W. Stosownie do potrzeby ograniczeniu ulega¢ moga rowniez wartosci k
oraz N.
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Whiosek 3.7.6. Niech N bedzie dowolng liczbg wolng od kwadratéow ograniczong
w zaleznosci od wagi jak podano w Tabeli[3.4 Wowczas w podanych w Tabeli
zakresach istnieje nastepujgca liczba kongruencji postact w zaleznosci od
wartosci r oraz k.

k|l r>0 |r>0|m-e=r>0|m-e>r>0
2 | 277447 | 62937 38805 24132
4| 64232 | 13922 9208 4714
6| 17300 | 3629 2475 1154
8 | 10755 | 2149 1517 632
10 | 9248 1483 1106 377
12 | 5738 1055 787 268
14 | 5276 1020 756 264
16 | 6010 1113 817 296
18 | 6995 1235 922 313
20 | 10735 | 1914 1428 486
22 | 8853 1425 1025 400
24 | 10359 | 1555 1153 402

Tabela 3.9: Liczba kongruencji typu 1} dla ustalonych wag k.

Uwaga 3.7.7. Kolumna oznaczona przez r > 0 podaje liczbe znalezionych par
f, A wytypowanych przez Algorytm 2 z podrozdziatu |3.5.2

Whiosek 3.7.8. Niech N ik bedq jak podano w Tabeli[3.4] Istnieje 96 kongruencji
spetniajgcych e > 1, m > 1 ¢ { > 3. Poza przypadkami opisanymi w Tabeli
zachodzi réouniez zawsze r < e.

N | N | Nt | k| ¢ |m|forma| X |r|el|f]| d
1] 2495 | 499 | 5 DY 55
213998 1999 | 2 |25 3 fi M |32 1 )4

[\
Ot
w
w
[\)
—

Tabela 3.10: Kongruencje spetniajacee > 1, m > 1, >3ir >e.

Uwaga 3.7.9. Czes$¢ wskazanych przykladéw mozna odnalezé w Tabeli
Powyzszy wniosek znaczaco rozszerza podobne obliczenia przedstawione dla pozio-
méw N, ktore sq liczbami pierwszymi z pracy [Nasi4], patrz Wniosek Dla
poziomoéw N, ktére sg liczbami pierwszymi oraz k = 2 autor sprawdzit réwniez, ze
wlasnosé kongruencji r < e zachodzi dla szeregéw Eisensteina [N|*Ey w zakresie
dla N < 13009. Czy taka wlasnos$¢ zachodzi dla nieskonczenie wielu kongruencji
spetiajacych ¢ > 3 jest (w momencie pisania tej rozprawy) pytaniem, na ktére
nie znamy odpowiedzi.
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Rysunek 3.2: Wzrost stopnia d jako funkcja poziomu N dla danych z Tabeli .

Whniosek 3.7.10. Niech k = 2. Dla N < 4559 wolnego od kwadratow ¢ dla
dowolnego d < 222 istniejg kongruencje postaci oiled¢ D, gdzie

D = {169,175, 178,192, 197, 204, 207, 208, 211,
214, 215,216,217, 218, 219, 220, 221}.

Uwaga 3.7.11. W pracy [DJUKII] autorzy badaja istnienie nowych form wta-
snych f dla poziomow N wolnych od kwadratéw, ktére maja duzy stopien ciata
wspotezynnikéw K. Obliczenia opisane we Wniosku [3.7.10] oraz w Tabeli [3.8 poka-
zuja, ze dla wielu pozioméw mozemy znalez¢é nowe formy wtasne, ktére dodatkowo
przystaja do szeregéw Eisensteina i maja jednocze$nie duzy stopien. Ponadto, jak
widaé¢ z Rysunku [3.2] wzrost najmniejszego poziomu N wraz z wyborem stopnia
d opisany w Tabeli ma charakter liniowy.

Wnhniosek 3.7.12. Dia k = 2 i dowolnego 11 < N < 4559 wolnego od kwadratow
istniejg kongruencje pomiedzy nowymi formami wiasnymi i szeregami Fisensteina,
za wyjgtkiem poziomdéw N = 13,22, dla ktorych przestrzen Sy(T'o(N))™" jest
zerowa.

Whiosek 3.7.13. Jesli k = 2 i N= > 1, to istnieje 54077 kongruencji dla
poziomow N < 4559 oraz 8860 kongruencji dla N- =1 i pozioméw N < 4559.

Uwaga 3.7.14. Zalozenia Twierdzen [3.3.4] i sa spelnione dla niektérych
przypadkéw wymienionych w poprzednim wniosku. Co wiecej, wskazane twier-
dzenia nie zakladaja istnienia kongruencji dla wspétezynnikéw a, dla p | N. W
znalezionych przyktadach kongruencja zachodzi réwniez dla tych wspotczynnikow.
Ponadto wiele ze znalezionych przyktadow nie spetnia zatozen Twierdzen |3.3.4]1
co sugeruje, ze zalozenia w podanych twierdzeniach mozna znaczaco ostabic.

Wnhiosek 3.7.15. Niech N bedzie liczbg wolng od kwadratow ograniczong w zalez-
nosci od wagi k jak podano w Tabeli[3.4 Wowczas w podanych zakresach istnieje



ROZDZIAL 3. FORMY MODULARNE I KONGRUENCJE 113

nastepujaca liczba kongruencyi (1.k.) spetniajgcych warunek f > 2. Wartosci podano
w Tabeli[311.

E | 2| 4 16 |8|10[12|14 16|18 20|22 |24
[k 19931 177(20(4] 000 2]4|2]0]0

Tabela 3.11: Waga k i liczba kongruencji spetniajacych f > 2.

Whiosek 3.7.16. Dia k =2 i N < 4559 istniejg kongruencje takie, zZe £ < 2273
1 ¢ nie nalezy do zbioru

{353,389, 457, 463, 523, 541, 569, 571, 587, 599, 613, 617, 631, 643, 647, 677, 701,
733,757,769, 773, 787,797, 821, 823, 827, 839, 857, 859, 863, 881, 887, 907, 929,
941,947,971, 977,983,991, 1021, 1051, 1061, 1091, 1097, 1109, 1117, 1151
1153,1163, 1171, 1181, 1187, 1193, 1201, 1213, 1217, 1231, 1237, 1249, 1259,
1277,1279, 1283, 1291, 1297, 1301, 1303, 1307, 1319, 1321, 1327, 1361, 1367,
1373, 1381, 1399, 1423, 1427, 1429, 1433, 1447, 1453, 1459, 1471, 1483, 1487,
1489, 1493, 1523, 1531, 1543, 1549, 1553, 1567, 1571, 1579, 1597, 1607, 1609,
1613, 1619, 1621, 1627, 1637, 1657, 1663, 1667, 1669, 1693, 1697, 1699, 1709,
1721, 1723, 1741, 1747, 1753, 1759, 1777, 1783, 1787, 1789, 1801, 1823, 1831,
1847, 1861, 1867, 1871, 1873, 1877, 1879, 1907, 1913, 1933, 1949, 1951, 1979,
1087, 1993, 1997, 1999, 2011, 2017, 2027, 2029, 2053, 2081, 2083, 2087, 2089,
2099, 2111, 2113, 2131, 2137, 2143, 2153, 2161, 2179, 2203, 2207, 2213, 2221,
2237,2239, 2243, 2251, 2267, 2269}.

Whniosek 3.7.17. Dia N < 4559 wolnych od kwadratow ¢ k = 2 istnieje 30
kongruencji spetniajgcych warunki e = 17 i { = 2. Ponadto nie istnieje w tym
zakresie Zadna kongruencja, dla ktorej e > 17.

Whiosek 3.7.18. Niech N bedzie liczbg wolng od kwadratow ograniczong w zalez-
nosci od wagi k jak podano w Tabeli[3.4. Wowczas w podanych zakresach istnieje
nastepujgca liczba kongruencji (1.k.) spetniajgcych warunek ¢ | N. Wartosci podano

w Tabeli[313.

k 2 4 6 8 10 | 12 | 14 | 16 | 18 | 20 | 22 | 24
Lk.| 27771 | 4839 | 1366 | 1070 | 609 | 583 | 605 | 708 | 726 | 1323 | 990 | 1033

Tabela 3.12: Waga k i liczba kongruencji speliajacych ¢ | N.
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