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1. Fermat, Euler and quadratic reciprocity

Wykªad organizacyjny i ustalenie planu.

2. Lagrange, Legendre and quadratic forms

De�nicja formy kwadratowej binarnej (�A) oraz Lemma 2.3. De�nicja wyró»nika
D formy kwadratowej binarnej. Forma zredukowana i Theorem 2.8. De�nicja liczby
klasowej h(D) oraz Thm. 2.13. Prop. 2.15 jako wniosek z Cor. 2.6 i Thm. 2.8. Thm.
2.18 z dowodem i przykªady z �C. Sformuªowa¢ Thm. 2.26 i wprowadzi¢ poj¦cie genusu.
Obliczy¢ przykªad z Ex. 2.19.

3. Gauss, composition and genera

De�nicja operacji skªadania form kwadratowych �3 A: zªo»enie Lagrange'a i Diri-
chleta. Dowód Thm. 3.9. Wprowadzi¢ de�nicj¦ grupy klas C(D). Lemma 3.10 -
sformuªowa¢. Prop 3.11 z dowodem. Wprowadzi¢ homor�zm Φ i relacj¦ mi¦dzy grup¡
charakterów, a grup¡ klas (3.12). Sformuªowa¢ Lemma 3.13 i Cor. 3.14. Sformuªowa¢
Thm. 3.15 z niezb¦dnymi de�nicjami. Przeprowadzi¢ dowód Thm. 3.22. i poda¢ przy-
kªady z tabeli na str. 60. Poda¢ def. �convenient numbers� Eulera wraz z przykªadem
str. 61. Zrobi¢ zadanie Ex. 3.16.

4. Cubic and biquadratic reciprocity

Wprowadzi¢ pier±cienie Z[ω] i Z[i] oraz poj¦cie normy, jedno±ci, PID oraz UFD. Prze-
prowadzi¢ dowód Lemma 4.5 oraz Prop. 4.7. Dowie±¢ Cor. 4.9. Zde�niowa¢ symbol
Legendre'a trzeciego stopnia (α/π)3. Posiªkuj¡c si¦ np. ksi¡»k¡ Ireland-Rosen, �Intro-
duction to..� naszkicowa¢ dowód Thm. 4.12. Sformuªowa¢ Thm. 4.15 oraz przeprowa-
dzi¢ dowód. Sformuªowa¢ symbol Legendre'a 4 stopnia i przeprowadzi¢ dowód Thm.4.23
(ii) wykorzystuj¡c Thm.4.21. Rozwi¡za¢ zadanie 4.15

5. The Hilbert class field and p = x2 + ny2

Przypomnienie z alg. teorii liczb: ciaªo liczbowe, pier±cie« liczb caªkowitych ciaªa
liczbowego, pier±cie« Dedekinda, ideaªy uªamkowe, grupa dekompozycji i grupa inercji.
Sformuªowa¢ Prop. 5.11. Obliczy¢ pier±cie« liczb caªkowitych ciaªa kwadratowego �B
5.12, 5.13, 5.14 oraz 5.15. Naszkicowa¢ dowód Prop. 5.16 i sformuªowa¢ Cor. 5.17.
Sformuªowa¢ Thm. 5.18 oraz poda¢ de�nicj¦ �Hilbert class �eld� podan¡ poni»ej twier-
dzenia. Sformuªowa¢ Lemma 5.19 oraz zde�niowa¢ symbol Artina podany poni»ej. Prze-
prowadzi¢ dowód Cor. 5.21. Omówi¢ przykªad 5.22. Sformuªowa¢ Thm. 5.23 oraz Cor.
5.24. Przeprowadzi¢ dowód Cor. 5.25. Przeprowadzi¢ dowód Thm. 5.1: naszkicowa¢
dowód Thm. 5.26; przytoczy¢ Lemma 5.28; przeprowadzi¢ dowód Prop. 5.29; wywnio-
skowa¢ z tego Thm.5.1. Sformuªowa¢ Prop.5.31 oraz zastosowa¢ do dowodu Thm. 5.33.
Opcjonalne zadania: Ex. 5.16, Ex. 5.20 oraz Ex.5.25.

6. The Hilbert class field and genus theory oraz Orders in imaginary

quadratic fields

�The Hilbert class �eld and genus theory�: Sformuªowanie Thm. 6.1 (bez dowodu).
Informacja o �genus �eld�. Zadania: Ex. 6.16.
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�Orders in imaginary quadratic �elds�: �A. de�nicja ordynka. Ideaªy uªamkowe w
ordynkach. Grupa klas C(O). Thm. 7.7 z dowodem. Sformuªowanie Cor. 7.17.
Informacja o kontryprzykªadzie dla Thm.7.7, gdy ciaªo jest kwadratowe rzeczywiste.
Sformuªowanie Thm 7.24 wraz z niezb¦dnymi de�nicjami. Sformuªowanie Thm. 7.30.
wraz z dowodem.Zadania: oszacowanie z Ex. 7.32 (c).

7. Class field theory and the Cebotarev density

Sformuªowanie de�nicji �modulus�. De�nicja �generalized ideal class group�. Sfor-
muªowanie Thm. 8.2.Omówienie przykªadu dla ciaªa cyklotomicznego. Sformuªowanie
Thm. 8.5 oraz de�nicja f(L/K). Sformuªowanie Thm. 8.6. Sformuªowanie i dowód
Cor. 8.7. Thm. 8.8 z dowodem. Thm. 8.10 z dowodem. De�nicja �ray class �eld�. De-
�nicja symbolu (α/p)n. Sformuªowanie Thm.8.11. Sformuªowanie Thm.8.12 ze szkicem
dowodu. Sformuªowanie Thm.8.14. Poj¦cie �Dirichlet density� i omówienie podstawo-
wych wªasno±ci. Sformuªowanie Thm. 8.17.i sformuªowanie Cor. 8.18 z przykªadem
(tw. Dirichleta o post¦pach arytmetycznych). Zadania: Ex. 8.11.

8. Ring class fields and p = x2 + ny2

Sformuªowanie Thm. 9.2. Lemma 9.3. z dowodem. Thm. 9.4 z dowodem. Dowód
Thm. 9.2 Sformuªowanie Prop. 9.5. Thm. 9.8 z dowodem. Sformuªowanie Thm. 9.12.
Omówienie przykªadu po dowodzie Thm.9.12. Zadania: Ex. 9.17

9. Elliptic functions and complex multiplication

De�nicja funkcji eliptycznej �10 A. De�nicja ℘(z;L) oraz Thm.10.01 z dowodem (w
tym Lemma 10.2 z dowodem).Lemma 10.3 z dowodem. Sformuªowanie Lemma 10.4
oraz Cor. 10.5. De�nicja j(L) oraz Theorem 10.9 z dowodem. Sformuªowanie 10.14.
Szkic dowodu Lemma 10.17. Sformuªowanie Cor. 10.20 i omówienie przykªadu poni»ej.
Thm. 10.23 ze szkicem dowodu. Zadania: Ex. 10.20.

10. Modular functions and ring class fields

Sformuªowanie Thm.11.1. Thm. 11.2 z dowodem. Sformuªowanie Thm. 11.8. De�-
nicja funkcji modularnej(�11 B.). Thm.11.9 z dowodem. Sformuªowanie Lemma 11.10.
De�nicja wielomianu modularnego Φm(X, Y ). Faktoryzacja wielomianu modularnego.
Thm. 11.18 ze szkicem dowodu. Sformuªowanie i omówienie kongruencji Kroneckera.
Przykªady równa« modularnych dla maªych m. Lemma 11.26 ze szkicem dowodu. Sfor-
muªowanie Cor. 11.27. Szkic dowodu Thm. 11.1. Sformuªowanie Cor. 11.34. Zadania:
Ex. 11.10.

11. Modular functions and singular j-invariants

De�nicja poj¦cia �singular j-invariant�. Wypisanie formuªy na warto±¢ j(
√
−14). The-

orem 12.2 z dowodem. Wypisanie i uzasadnienie formuª na j(i), j(
√
−2) i j(1+

√
−7

2
).

Sformuªowanie Prop. 12.7. Zde�niowanie funkcji Webera z �12 B. Thm. 12.17 z dowo-
dem. Sformuªowanie Cor. 12.19. Wypisanie tabeli 12.20 i omówienie. Thm. 12.24 ze
szkicem dowodu. Thm. 12.34 z dowodem. Zadania: Ex. 12.14, Ex. 12.19
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12. The class equation

De�nicja wielomianów HO(X) oraz HD(X). Wypisanie przykªadu H−56(X). Prop.
13.2 z dowodem. Lemma 13.3 z dowodem. Thm. 13.4 ze szkicem dowodu. Zadanie
Ex. 13.6 (Prop. 13.8). Sformuªowanie Cor. 13.9. Analiza przypadku m = 3. Sfor-
muªowanie Prop. 13.11. Omówienie algorytmu po Prop.13.11. Sformuªowanie Prop.
13.14. Omówienie paragrafu do Prop. 13.17. Prop. 13.17 z dowodem. Thm. 13.19 z
dowodem. Przykªad H−71(X). Thm. 13.23 z dowodem. Sformuªowanie Thm. 13.24.
Sformuªowanie Cor. 13.25 ze szkicem dowodu. Zadania: Ex. 13.12, Ex.13.7, Ex.13.10.

13. Elliptic curves

De�nicja krzywej eliptycznej nad dowolnym ciaªem char. ró»nej od 2 i 3. Sformuªo-
wanie Prop. 14.4 i Thm. 14.8. De�nicja �complex multiplication� z �14 B. Omówienie
przykªadu wzoru

√
−2(x, y). Prop. 14.11 z dowodem. Sformuªowanie Thm. 14.12.

Sformuªowanie Thm. 14.14. Sformuªowanie Prop. 14.15. Thm. 14.16 z dowodem.
Omówienie przykªadu po Thm. 14.16 oraz wypisanie �Hurwitz class number� i sfor-
muªowanie Thm. 14.18. Przegl¡d informacji z �14 D ze szczególnym uwzgl¦dnieniem
relacji do problemu liczb pierwszych postaci x2 + ny2 (w szczególno±ci dyskusja przed
Prop. 14. 30). Zadania: Ex. 14.7, Ex. 14.13.
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